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INTRODUCTION. 



Je me propose de consacrer ces lecons a Fetude des equations 
diflerentielles du premier ordre. Je ne traiterai, d'ailleurs, de ce 
vaste sujet que quelques points particuliers, considerant principa- 
lement des Equations de la forme 

(P et Q polynomes en x et y) 
ct plus specialement liquation 



dy 
- 



- -h A fl 



ou les A sont des polynomes en x. 

Peut-tre n'est-il pas inutile, an seuil de cette tude, d'en 
caract^riser bri^vement Fobjet et le point de vue. 

II y a entre la thorie des Equations differentielles et la th^orie 
gendrale des fonctions une ^troite parent^. Sans doute la seconde 
d^finit arbitrairement les classes de transcendantes qu'elle consi- 
dere, tandis que la prerni&re ^tudie des types de fonctions qui lui 
sont imposes du dehors. II n : en est pas moins vrai que les deux 
theories sont connexes, et qu'a toute Evolution de Fune doit cor- 
respondre une semblable Evolution de Fautre. 

Or, chacun sait que depuis une vingtame d'ann^es la th^orie 
des fonctions a prouv6 une complete renovation. 

B. i 



a INTRODUCTION 

L'etude des fonctions analytiques etait pour Weierstrass une 
etude locale. II s'agissait de representer une fonction et d'en 
reconnaitre les proprietes au voibinage immediat d'un point donne. 
D'ou le r61e pruilcgie attribue aux developpements convergeant 
dans un cercle ou dans une couronne decrite autonr d'un point. 
Pour 1'ecole de Weierstrass, definir une fonction, c'est en somme 
se donner une serie de Taylor, puisque aussi bicn de cette serie 
on peut theonquement, par la mcthode du prolongement analy- 
tique, deduire la valeur de la fonclion en tout point ou elle est 
definie ('). 

Les methodes des fondateurs de la theorie des fonctions out 
long temps prevalu. Puis la fecondito s'en ralentit De fait, encher- 
cliant a deduire les proprietes d'une fonction de son developpe- 
ment en serie de Taylor, on sc lieurtait a des difficultes incxtn- 
cables. M. Hadamard n'cn triompha completement que dans des 
cas particuliers, cas ou Ton ne rencontre que des smgularites 
polaires sur le cercle de convergence de la serie ( 2 ). 

Ainsi arr6tee danb ses progres, la theorie des fonctions chercha 
des voies nouvelles. Cessant de se confondre avec Fetude des se- 
ries de Taylor, elle adopta de nouveaux modes de representation 
des transcendantes . developpements en produits infinis (deja 
considers par Weierstrass), developpements en scries do poly- 
nomes, developpements en series divergentes sommables, deve- 
loppements convergeant dans une etoile de Miltag-Lefller Grace 
^ ces developpements, les iranscendantes n'etatent plus definies au 
voisinage exclusif d'un point, mais dans des regions de plus en 
plus etendues. 

En mme temps les analystes portaient leur attention sur cer- 
taines proprietes g^nerales des fonctions qui nc dependent pas de 
la forme de representation choisie. Une telle propridte est le mode 
de croissance dont 1'etude systematique, inauguree par M. Borel, 
promet d'etre fructueuse. Du m^me ordre sont les lois, objets de 



(*) <7/. HADAMARD, Essai sur Vetude des fonctions donnees par leur 
developpement de Taylor On peut done dire que se donner une fonc- 
tion analytique non smguhere au point a? 0f c'est se donner une suite de 
coefficients o u a v , ., a m tels que la se>ie Sa /n a? in ne soit pas toujours diver- 
gen te. 

( 2 ) Voir les Legons sur les fonctions meromorphes de M Borel, Chap il 
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travaux tout recents, qui limitent le nombre des zeros pr^sentes 
par une fonction analytique daas un domame donne. 

La theorie des fonctions, depuis qu'elle s'est ecartee de la route 
trop droile iracee par Weiers trass, a sans doute quelque peu vaga- 
bonde. Elle n'en a pas moms franchi une etape imporlante : de 
locale qu'elle etait, elle e^l devenue integrate. 

Quel fut, pendant ce temps, le chemin parcouru par la theorie 
des equations diflerentielles? 

Comme Tetude des foixctions analytiques, 1'etude des Equations 
djfferentielles fut en prmcipe une elude locale. 11 s'agissait, etant 
donnee une equation different! elle : i de reconnaitre s'd exiSte 
des integrates de cetle equation satisfaisant a des conditions ini- 
dales donndes; 2 de repr^senter ces integrates par des developpe- 
ments en scries convergeant au voisinage des conditions initiales. 

Le problme fut resolu par Cauchy dans le cas ou le second 
mernbre de liquation 

(i) % =/(*, 7) 

est, au voisinage des valeurs initiales a? , y^ : une fonclion holo- 
morphe de x et y ou Tmverse d'une fonction holomorphe. En ce 
cas, rcquation(i) admet une ct une seule inle"grale ^galea^ r pour 
x = XQ : cetle integrate est devcloppable en serie de Taylor par 
rapport aux puissances croissantes de x X Q ou d'une puissance 
fraclionnaire de x # - 

Cc premier resultat acqius, les analystes se pr^occuperent de 
,1'etendre en toute rigueur aux systemes coniprenant plusieurs 
Equations different! elles ordinaires ou aux de>ivees parlielles. 
Puis ils passerent a 1'examen des cas ou la methode de Canchy se 
trouve en dfaul. Qu'arrive-t-il, par exemple, si, pour a?==^ j 
y =^ , le second membre de l'e*quation (r) se pr^sente sous une 

forme inde'termine'e telle que -? Ce nouveau probleme, pose' par 
Briot et Bouquet, a eto etudi<5 d'un point de vue qui rappelle fort 
le point de vue de Cauchy et de Weierstra^s. On s'est demande" si, 

au cas ou /(^ ?yo) = ^ Pequation (i) possede des integrates 
egales ^ j pour x = Z Q ; lorsque de telles integrates existent, 
on a cherche (^ ^ les representer par des series de puissances de 

( l ) Nous reviendrons &ur ces questions au Chapitre IV. 
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nne ou de deux variables (par ovemple, puibsances dc .r el de js\ 
\ (Haul une corusUnLe; ou puissances de x el dc loga?). Le pro- 
bleme ainsi pose, deja rcstricLif puusqu'il n'envisageait les inte- 
gralcs qu'au \oismaje immediat dos conditions mi hales, ce pro- 
blcmc so particularisa encore, eL IMnoncc en fut precise en ces 
(eriiies : reconnattre s'il existe des integrates qui tendent vcrs \ 
lorsque la variable j? lend vcrs X Q Ic Long d'un cliemm convcna- 
blomenl choisu Qu T adviendruit-il si x ddviaH JcgercincnL du 
chemiii donl 1'enonce precedent suppose I'cxiisLence? CVsl la une 
question qu'on nc s'csl guere posee jusqu'ici et quo ccpeudant il 
miporterail fort d'elucider. 

Lorsque la valeur imtiale # ebt nn point smgulier csbenlicl de 
Tequation (i), les methodes de Briot et Bouqucl et dr leurs succes- 
seurs ne sont plus apphcables. Que fairc alors? Le point d'mler- 
rogation subsiste si nous conbultons le Traite Jc plus complet qui 
ait ^le public re'cemment sur les equations diflerenuellcs, celui de 
M. Forsytb. Nous y lison^ () (jue Ton ne saurait presque nen dire 
a 1'heure actuelle des mte^rales de requation (i) an voisinagc 
immedial d'une bingulante essentielle , parce qu'on ne connail 
pas de developpement en s^rie permettant de representer une 
fonction a u Lour d'une tellc smgulant^ (le developpemcnt de Lau- 
rexil ne serait utdisable que si la fonction duit uniforme an voisi- 
nagc du point singuher). M. Forsylh s'arr^te done la. Mais la 
question nous vient naturelleinent a Tcsprit si M. For&ylb est 
arr^te'y ne serait-ce pas parce qif il est reste trop fidele au point dc 
vue local de Cauchy? S'il nc s'etait pas astreint a considererlcs 
intt^grales au voismage immediat )> des conditions initiales, 
n'aurait-il pas pu pouruuivre ses recbercbes? Supposons, pour 
prendrc une comparison, que Ton me dcmande d'dtudicr une 
fonction cnticre au voisinage immediat de Finfini par la mdlhode 
des d^veloppemeiits en series : je serai impuissani; au contraire, 
si j'dlargis mon champ d'exploration, je puis 6ludier la condensa- 
tion et la distribution de^ zeros de la fonction dans des cercles de 
plus en plus grands d<5crits autour de Porigine, ce qui est a pro- 
premcnt parler faire l^tude de la singularity transcendante situe'e 
a 1'infini. Ne pourrait-on pas attaquer par une methode analogue 
les singulariie's transcendantes deb Equations difl"6rentielles? 

( ! ) Theoiy of differential equations, Part II, p 209. 
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Ces r^fle^ions nous amenent a nous demander si la th^orie dcs 
Equations diflferentielles n'est pas en retard sur la thdorie des 
fonctions, si elle a suffisamment siuvi Involution de cette der- 
niere. 

Ge n'est pas que la theorie des equations diff^rentielles n'ait, 
lle aussi, depuis une vingtaine d'ann^es, enrichi son point de vue : 
certames de ses parties se sont, en efFet, developpees de la maniere 
la plus heureube. L'inipulsion fut donne*e par l'tude des equations 
lin^aires, etude qui fut ^tendue a tout le champ de la variable com- 
plexe et qui conduisit a la decouverte de nouvelles families de 
trans cendanles. Une serie de recherches fut egalement entreprise 
sur la forme des conrbes integrates reelles, considered dans leur 
ensemble et non plus seulement au voisinage d'un point. 

Dans la theorie des equations diff^rentielles ordinaires, les pro- 
gr&s accomplis furent dus, pour une large part, anx travaux et 
A J'enseignement de M, Painlev^. 

M. Painlev^ abandonne rebolument le point de vue local de 
Cauchy. On sait, dit-il, dtudier les integrales d'une equation 
d'ordre quelconque au voisinage de la valeur imtiale x (} . Mais ( 4 ), 
lorsque x s'^loigne dea? pour varier d'une facon quelconque dans 
son plan, comment se comporte la solution? 

En posant cette question, que nombre d'analystes auraient sans 
doute ^cart^e a priori k cause de sa trop grande g6nralit6, 
M. Painleve fut conduit a des resultats remarquables, dontle plus 
saillant est la decouverte d'une nouvelle classe de fonctions en- 
tires, solutions d'une equation du troisi^me ordre 

Mais bornons-nous ci liquation 



dont le second membre est une fonction rationnelle de y, 
brique de x. Nous r^sumerons au Ghapitre I les recherches efFec- 
tu^es par M. Painlev^ sur cette Equation. 11 nous suffira, pour 
Tinstanl, de rappeler les principales conclusions qui en ressortent. 
Les points smguliers transcendanrs (s'il en existe) des int6- 



(*) Legons sui la theorie analytique des equations differ entielles, professes 
Stockholm, Intioduction 
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grales de liquation (2) sonl les memes pour loules ces intervales- 
(c'est-a-dire mdependants de la valeur iniliale y% que prend au 
point initial ,r 1'une quelconque des integrates). La situation de 
ces points, que M. Painlev6 appclle points slnguliers Jixes, sera 

connue si Pan connait les coefficients dcs puissances dc y dans la 

P 
fraction g- II esLalors nalurcl de sc demander s'il existe des equa- 

tions (2) dont les integrates ne presentent pas d'autres points 
singuliers que les points singuhers fixes ainsi determines. M. Pain- 
leve demontre que seule Pequalion de Riccati 

dv 

= 



est dans ce cas, En particulier, I'equation dc Riccati est la seule 
equation (2) dont toutes les integrates puissent (Hrc des fonctions 
uniformes de #, 

Ce dernier theor&me nous apprend que, si nous nous proposons 
d'etudier les integrates d'nne equation (2) qui ne soit pas une equa- 
tion de Riccati, nous aurons affaire a des fonctions multiformes. 
Mais ne pouvons-nous espeJrer que ces fonclions n'auront qu'un 
noinbre liinitd de branches, je veux dire qu'& une valeur quel- 
conque de x ne correspondront qu'un nombre fim (ri) de deter- 
minalions de yl M. Painlev6 r^pond encore ^ cette question : 

Si les integrates d'une equation (2) sont des fonctions 
& n branches, I 7 equation (2) se ramdnera a une equation de 
Jiiccati par un changement de variable rationnel. On saura 
toujours reconnattre, au moyen d'un nombre fini d 3 operations 
alg&briques, si le changement de variable est ou n j est pas pos- 
sible. 

Tel est F6tat ou se trouve, a la suite des travaux de M. Painlev<5, 
P^tude de P^quation rationnelle (2) : i & part un petit nombre 
d' Equations qui se laissent ramener d liquation de Riccati, 
les equations (2) ddfinissent des fonctions multiformes posse- 
dant un nombre infini de branches; a sur la nature de ces 
fonctions midtiformes, nous ne possddons, pour ainsi dire, 
aucune indication positive* Nos connaissances ^ cet ^g-ard se 
r^dmsent aux propositions, d'ua caract&re purement local, qui 
ont trait aux points singuliers de Briot et Bouquet. 
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Cette double constatation ouvrc devant nous un vaste champ de 
recherches. Comment explorer ce champ? Si les reflexions que 
nous avons faitcs plus haul sont justes, il conviendra de s'inspirer 
largement des vues nouvelles rdcemment introduiles dans la th^orie 
des fonctions. 

On pourra commencer par particulanser le probleme et se pro- 
poser, par exemple, d'etudier les integrates de 1'equation 



(3) -+- Ao-hAj^-HAs^-h A 3 j*=o, 

ou les A sont des polynomes en #. 

Les integrates de (3) presentent, en general, une mfinit6 de d- 
terminations et xine infinite de points singuliers. Nous ne saurons 
done pas, d'ordmaire, former une expression analytique qui reprd- 
sente ces fonclions pour toutes les valeurs de la variable. Nous 
pourrions alors chercher & les repr^senter dans des regions de plus 
en plus etendues. Mais d'autres recherches devront Stre entre- 
prises auparavant dont le type sera fourni par la th^orie des 
fonctions eutieres. 

Nous nous demanderons quel est le mode de croissance, 1'allure 
d'une branche d'int^grale lorsque x s'approche d'un point singu- 
lier transcendant. 

Nous ^tudierons, autour des valeurs limites, la condensation 
des points singuliers ou des determinations des int^grales. 

D'une mani^re g^n^rale, nous examinerons le m^canisme des 
permutations qui ^changent entre elles les diverses branches de 
ces int^grales. 

On le voit, ce ne sont pas les questions a traiter qui font d^faut. 
Reste & savoir dans quelle mesure ces questions sont solubles. 
C'est ce dont je voudrais que nous cherchions a nous rendre 
compte au cours de ces lemons. Je me garderai d'entreprendre 
une classification et une discussion completes. Je m'arrterai prm- 
cipalemenl sur les types les plus simples d'^quations (2), et je me 
demanderai quelles m6thodes il serait bien possible d'imaginer 
pour les <Hudier, quels r^sultats on pourrait attendre de ces m6- 
thodes. Peut-^tre r^ussirai-je ainsi, sinon a r^soudre le probleme 
dont je viens d'esquiss^er 1'dnonc^, du moms a en montrer Fin- 
* 



CHAPITRE I. 

NOTIONS FONDAMENTALE^ 



I. Points oil le theoreme. de Caucky n'est pas applicable. 

J'ai fait allusion aux propositions capitales d^montrees par 
M. Painlev<5 relalivemenl a liquation 



ou P et Q sont des polynomes en y. C'est sur ces propositions 
que nous fixerons tout d'abord notre attention. Mais, au prea- 
lable, il nous faut dire quelques mots du th^or^me de Cauchy et 
des points ou il cesse d'etre applicable. 

Soit #o? To un systeme de valeurs au voisinage duquel le coeffi- 
cient diflferentiel/(#, y) est holomorphe. L'existence d'une int^- 
grale holomorphe unique, ^gale a y pour x = x^ est ^tablie par 
le thdor&me de Cauchy, que nous dnoncerons en ces termes (') : 

Soit /(#, y) holomorphe dans le domaine \x a? |~J"j 
I y JKo | = p- H existe unefonction de x satisfaisant A liqua- 
tion differ en tie lie (i) ; egale a y Q pour #=:,r , et holomorphe 
autour de X* dans un cercle de rayon au moms egal ( 2 ) & 

v C 1 \ / 

e**). 

Soit, d'autre part, L un chemin quelconque, de longueur lime 
ou infinie, convergeant vers t r (c'est-^i-dire satisfaisant a la con- 
dition suivante : quelque petit que 3oite, ilexisle sur L un point x { 



C 1 ) Voir, par exemple, PICARD, Traite d* Analyse, t. II, Chap. XL 
( 9 ) La valeur exacte du rayon de convergence sorait une valeur plus e'leve'e 
Cf. Je Traite d f Analyse de M. Picard, t II, Chap XI. 
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tel que, a partir de x^ le chemin L ne sorte plus du cercle de 
centre & et de rayon e). Iimgmons qu'il existe une fonction de x 
qui satisfasse a l^quabon different! elle (i) et qui, lorsque x lend 
vers #o sur le chemin L, tende vers la valeurjKo- Cette fonction 
ne saurait &tre distincte de V integrate holomorphe definie 
dans la premiere partie du tkeoreme (*). 

Du th^oreme de Cauchy on peut d^duire le corollaire suivant : 

Si f(x, y) est holomorphe an voisinage de x^x^yy^, 
I'integraley = cp(x,y f 0> x'^, qui prend en x^ lavaleui r'^ est 
une fonction holomotphe des trois variables x, y r Q , #, pour x 
et #0 voisins de # et j ' Q voisin de y Q . 

En eflet, lorsque ^J,, y f sont situes dansun certain domaine fini 
autour de # , j , /(^r, y) est d^veloppable par rapport aux puis- 
sances de (x r' ) 7 (y y' Q }, les coefficients elant des fonctions 
holomorphes de a?' eLy o . D'autre part, Fint^graley est d^velop- 
pable (au voisinage de # = # ) par rapport aux puissances de 
(x .r' ) et les coefficients du developpernent sont (d'apres le 
th^oreme de Cauchy) des fonctions ralionnelles des coefficients 
de/(#, y). On en conclut ( 2 ) que 1'mt^grale y est fonction holo- 
morphe des trois variables (x ^ ), x' Q7 y f . 

Le th^or^me de Cauchy esl en d^fautlorsque la fonction /(#,y) 
de x et y pr^sente une singularity pour ic = ir , y=y Q . Les 
points JT O ou il en est ainsi se r^partissent entre plusieurs cat^go- 
ries. 

Premiere categoric. Supposons d'abord que Q(#o 7 JTo) 
s'an?iule en x^ pour une valeur it>olee de y^ P <?*Q tantholo- 



( r ) Sur cetLe forme de I'6nonc6 du th6ot'6me de Gauchj, et sur le corollaire 
qui suit, voir, en particulier, les Lemons de Stockholm de M. Pamleve*, p. 18 

( 2 ) Je m'appuie sur la proposition suivante que I'on de"duit des proprie*t6s des 
fonctions de deux variables (consulter, par exemple, PIOARD, Traite d' Analyse, 
t. II, cliap. IX), Soit une fonction de deux variables, g(x, tO? d6veloppable 
sous la forme g(&, {x) = E^ t (|x)a;\ IPS coefficients^-, e'tant des fonctions holo- 
morphes de p. pour | [x[ <T, et le developpement convergeant absolument pour 
[ |x 1 < T, | as | < r : g est une fonction holomorplie des dense variables x et \L 
pour | as | < r, | u. |< T 
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morphes au voisinage de x^ j , et P (r , /o) <^a?it different 
de zero. 

Pour etudier ce cas, bien connu, on considere 1'equation (i) 
sous la forme 

tfa_ Q (*-,./) T 

2 - * 



Lc coefficient differenliel de liquation (2) est holomorphe au 
voisinage de jr , /o- D'ailleurs, puisque Q(o? , y) admet y* comme 
zero isote, le d^veloppemenL de . ' contient des ternies md6- 
pendants de x X Q , que Ton peul ordonner par rapport aux puis- 
sances croissantes de y Jo- Soil m le degre* du premier de cos 
termes. Le tWor^me de Cauchy monlre que 1'equation (2) admet 
une et une seule int^grale (5gale a ^ poury=jK ) integrate qui 
est holomorphe et d^veloppable sous la fortne 

oo = X* H- a { (y -yo) M +- a*(y /o) w4 - s ^- - - - 

On en conclut que 1'equation (i) admet une et une seule mt- 
grale gale a jKo P our x = -^o? et que cette integrate est d^velop- 



pable autour de XQ par rapport aux. puissances de (.r 
le point X Q est done pour elle un point critique algebnque au- 
tour duquel se permutent m + i determinations. 

Nous dirons que rint^grale y ainsi d^finie est algdbroide (') 
au voisinage de # - Nous sigmfions par la qu'autour de # cette 
integrate se comporte comme une fonction algebrique. 

Prenons maintenant des conditions initiales #' , y' voisines de 
^o? JKo- ^ e dis que I'int&grale y = <f>(# ? Xo? ^o) 3 UI est ^ a ^ e & 
y'y enx\ est unejonctionalg6broide des trois variables x^y^ x'^ 
pour x et x'q voisins de XQ, y\ voisin de y$. 

Soit, en effet (-), 

# = tfo-4-<Kr>*oi 



( J ) On dit qu'une foaction esL algebrolde dans une region R si elle est 
seutable, dans cette region, par une relation de la forme n(#, y) = o, II 
un polynome en y et une fonction de x holomorplie dans la region R. 

( 3 ) Cf. les Lepons de Stockholm de M. Pamlev6, p. 34-35. 
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1'integrale de 1'dquation (2) d&ime par les conditions initiales x\, 
y r . D'apres le corollaire de la page 9, A est une fo notion holo- 
morphe de y, ar' , / , lorsque \y J |, \X' Q X O \, \y\-y* \ 
sont inf^rieurs a un certain noinbre \* La fonction <p ne sauraiL 
done presenter d'autres singularity que des singularity alg&- 
briques au voismage des valeurs initiales x, j'o? #<> Soit, d'autre 
part, q le nombre des zeros de ^(y^ #o? JKo) confondus en y =JKV 
Decrivons dans le plan y autour de y un cercle F, de rayon 
moindre que \ lei que (*) (pour # , #' , j/ situs dans un certain 
domaine D autour de #, # , y Q ) le module de la fonction de y, 
$(y-) #o? Xo) (^ ^o) reste ? sur ^ e contour de F, sup^rieur ^ un 
nombre positif M. Lorsque j?, a: v , ^' varient dans le domaine D, 
les z&rosde la fonction A (j/-, ^o,X)) ~~ (^ ^r^dey quisontsitu^s 
dans F se d^placent avec continuite; mais ils ne peuvent sortir 
de F puisque fy (x a?' ) ne s^annule pas sar le contour de F 
Je dis que ces zeros sont, a I'ml&rieur de F, en nombre q exacte- 

T d y 

menl. En effel, leur nombre est ^gal & 1'integrale / __ ^ _ ^ f * 

Or, cette int^grale, qui a une valeur entire, est egale ^ q pour 
x = x f ^ = # , j/ -=7*0 j d'autre part, elle est, sur le contour de F, 
une fonction continue de x, #' , y' Q dans le domaine D. Elle reste 
done egale a q dans tout ce domaine. En resume, lorsque #, #' , 
j ; varient dans un certain domaine D autour de x, # 05 yo> l'i n ~ 
t^grale y = cp(#, y ? ^?o) ne pr^sente que des singularity alg^- 
briques et n'admet que q determinations (int^rieures & F) : c'est 
une fonction alg^broide. 

Passons maintenant a Texamen des points singuliers qui n'ap- 
partiennent pas a la premiere categoric d^finie plus haut, et r^par- 
lissons-les a leur tour. 

Deuxi&me categoric. Supposons que P et Q soient hofo- 
morphes au voisinage de # 0? y^ et que I'on ait 



Q(a? , yo) = o, 



( l ) Puisque y est ua zero (multiple) isote de ^ (a? a? ) !l exisie bien un 
cercle T repondant aux conditions voulues lorsque x = a?i = # , y' =y j la 
continuity de <J> montre alors que ce cercle existe encore pour a?, #i voisms 
de ar , yj voism de ^ . 
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cette derniere egalite itant identiquement satisfaile (au 
point # ) pour toute valeur de y - En d'aulres Lcrmes, soil ^ 

un pdle de ^^ ^- quel que soit y. 

Dans ces conditions, le coefficient diflferentiel de liquation (2) 
ne conlient pas de terme mdcpendanl de x -r ; 1' integrate holo- 
morphe de (2) sc rdduit a x = # ? et le raisonnemcnt qni nous a 
servi lout a 1'heure est inapplicable. 

Des exemples simples montrent qu'un point x de la deuxieme 
categorie peut 3lre point smgulier transccndantpour les integrates 
de liquation (i). 

Ainsi 1'equation 

dy __ Xj 

dx "" or 



a pour integrate gen6rale^= C^. Or, si \ est un nombre com- 
plete ou Jrrationnel, cette integrate admet une infinitd de d^ter- 
minalions qui se permutent antour de Torigme et different entre 
elles par des multiples de e 
Pareillement, 1' equation 



admet 1'integrale gencrale 



pour laquelle Forigme est un point transcendant. 

Troisibme categorie. Sapposons que Von ait, pour une 
ou ptusieurs valeurs Isoldes ( 4 ) de y , 



P et Q dlant holomorphes au voisinage de # ? jKo- 
Le coefficient diff&renliel se prdsente alors, 



(*) Si ces valeurs n'tStaient pas Isoldes, les coalite's P(a? 9 JKo) s== Q( a? oyo) sss 
devraieat 6tre ideatiquement v<5nfi^es (au point a? fl ) quel que soit^ . Chacun 
des polynomes P et Q admettrait alors comme facteur une certame puissance de 
(4? 4? ), et, en e'hmitiant le facteur commun a ces polynomes, on sera it ram en 6 
a Tun des cas deja 
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sous la forme indeterminee - En ce cas encore, le point # peut 

tre point smgulier transcendant pour les integrates de liqua- 
tion (i). Ainsi nous verrons plus loin (Chap. Ill, p. 67) que Tori- 
gine est un point transcendant pour 1'integrale generate de liqua- 
tion 



t 
dx y 

Remarquons en passant que, sj Ton se clonne une Equation (r) 
algebrique en ^, on saura toujours determiner algebriquement les 
points singuliers de la troisieme categorie que peuvent presenter 
ses integrates : ce sont les racmes # du systeme donations simul- 
tanees P(r, y) = o, Q(J?, y) = o. 

Quatneme categorie. Supposons maintenant que I 3 une au 
moms des fonctions P et Q ne sott pas holomorphe an voisinage 
de XQ, y . P et Q etant des polynomes eny, ilfaut, pour que cette 
circonstance se pr^sente, que x soit jjoint smgulier d'un coef- 
ficient an moms des polynomes P et Q. 

Lorsque a? est un point critique algebrique pour les coefficients 
de P et Q, ces coefficients sont, au voisinage de X = X Q , des fonc- 
tions holomorphes d'une puissance fractionnaire de x # . Le 
changement de variable x # = t ni , ou m est un entier positif, 
nous ram^ne alors & Tun des cas precedemment examines. 

Lorsque ^? est un point singuber transcendant des polynomes 
P, Q, il est clair que les integrates de 1'equation (i) admettent en 
general & Q com me point transcendant. 



Les points # ou, pour certaines valeurs (finies) de y<^ le 
reme de Cauchy cesse d'etre applicable appartiennent necessaire- 
ment a 1'une des quatre categories qui vienneat d'etre enumerees. 
Entre ces points il y a lieu de faire une distinction. 

Nous remarquons que les points de la premiere categorie (s'il en. 
existe) sont des points arbitraires. En effet, s'il existe des points 
de la premiere categorie, Q(x ,y<)) depend, par definition, de y 9 
et s'annule par suite, quel que soit # ? pour une ou plusieurs 
valeurs dejK . II y a done toujours une ou plusieurs integrates de 
I'equation (i) qui admettent comme point de la premiere categorie 
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un point X Q qnelconque. Pour exprimer ce fail, M. Painleve de- 
nomine les points singubers dc la premiere categoric points cri- 
tiques mobiles dc Tequalion (i) Ce soiit Loujours, nous Tavons vu, 
des points critiques algebrjques. 

Vu contraire, los pomls singular* de la deimemc, de la troi- 
sieme ct de la quatrieme categoric sont dcs poinls, en general (<), 
isoles, dont la situation nc depend pas de la valeur choihie pourj,,, 
mais seulement des coefficients des poljnomcs enjr, P et Q. On 
les appelle, pour eette raison, points sin guliers fixes (cf. p. ()). 
Ccsont, en general, des points transccndants. Notons de pins quo, 
si P et Q sont des fonctions algebriques de #, le nombro des points 
singuhcrs fixes est necessairement (ini. 

Cinquieme categoric. - Nous avons suppose* jusqu'ici que / 
avaitune \aleurfinie. Pour<Hre complets ( 2 ), nous devons ejicore 
examiner fa on les integrates de V equation (i) dont la vafaur 
est injinie an point # . Ges integrales admettent-elles X Q coinme 
point smguher, et de quelle nature? 

Faisons le changement de variable y = - L'cquation (i) se 
transforms en une equation de meme forme 

dz Pify, a) 
\*> dx Qi(r,^) J 

P i et Q, (Hant des polynomes par rapport a z. Sur liquation (3) 
nous pourrons repeter la discussion faite tout a 1'heuro sur liqua- 
tion (i), les valeurs initiales conside*rer etanl ^ = ^ j ^ = o. 

L'iategrale s de (3) qui s'annule en X Q peut ^tre une fonction 
holomorphe de x au voisinage de X Q . Son inverse admet alors x$ 
comme pdle. Les pdles sont, pour les integrales de liquation (i), 
des points singuliers mobiles. 

L'integrale 5 peut e'galement 6tre alg(5broide au voisinage de # : 



( 1 ) Ces points sont isoles si les singulantcs des coefficients de P el Q sont 
elles-mmes isol^es. 

( 2 ) Nous conUnuons ^ supposer que sc^ a une valeur finie. Si # ^tait mfini, 

on transformerait liquation en ope*rant le changemenl de variable x = r- 
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son inverse y admet alors # comme point critique algebrique 
(mobile) ('). 

Enfin Pmtegrale s, el par suite son inverse j , pcuvent admettre X Q 
comme point singulier transcendant (fixe). 

Remarquons que les points singuhers des coefficients de P<, Q 4 

r> 

et Ics points qui sont des p61es de -^ quel que soit s, ne different 

pas des points singuliers de P, Q, et des points qui sont des p61es de 

P 

^r pour^ quclconque. Comme points singuliers fixes des int^grales 

de (3) qui n'aient pas deja te deceits par l'tude de Fequalion (i), 
nous n'obtenons done que les points (s'il en existe) ou 1'on a a 
la fois 

Pi(a?o, o)=o QiOo, o)s=o. 

Ces points constituent une cinquieme categoric de singularity 
pour les morales de liquation (i). 

Pour clore cette discussion, nous en degagerons en ces termes 
la conclusion : Appelons 5i? 2, -* les points singuliers fixes de 
liquation (i). Ce sont les points des categories deuxieme, troi- 
sienie, quatrieme et cinquieme, que nous d^duisons directement des 
coefficients de P et Q. Si Ton considere un point quelconque # , 
distinct des points , l'mtgrale qui est ^gale a r Q ou ^ Tinfini 
pour # = # est unique. Pour cette mtdgrale, X Q est un point 
d'holomorphisme, un p61e on un point critique algebrique. 



II. Theordme de M. Painle9d. 

Dans le paragraphe precedent, je me suis plac^ au point de vue 
local des fondateurs de TAnalyse moderne : je me suis donn6 a 
prwj i des conditions initiales a? 0} ,/o> etj'ai consider^ auvoisinage 



(*) Les corollaires des pages 9 et 10 s'^tendent i ces deu cas : Vintegrale 
y = 9(^7, yi, a?i)> qui est egale dy r a en x ! ^ est une fonction meromorphe ou 
algebtoide des trois variables x>y't, x' Q pour x et #' vomns de x^ y^ voisin 
de I'inftni. 
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de XQ la on les integrates de 1'equalion (i) que definissent ces 
conditions. Je vais maintenant me poser, avec M. Painleve, une 
question plus generate. Etant donnee une mt^grale Y de liqua- 
tion (i), d^finie par la valeur C qu'elle prend en un certain point 
fixe X , que devient cette intdgrale lorsque x decnt a partir de X 
un cheniin L quelconque ? 

Consid^rons un point ,r du chemin L. Si x coincide avec Tun 
des points (*) smguliers fixes <, 2 , ... que nous avons d^finis 
plus haut, a? sera en general une singularite transcendante des 
integrates de (i). Si x$ ne coincide pas avec un point , nous de- 
vrons envisager les deux hypotheses suivantes : 

i JLorsque x tend vers x$ sur le chemin L, Y tend vers une 
valeur d^termin^ejKo? finie ou mfinie; 

2 Lorsque x tend vers # sur le chemin L, Y ne tend vers 
aucune limite. 

Dans le premier cas, les th^oremes du paragraphe pr^c^dent 
nous apprendront que x est pour 1'mtegrale Y un point d'holo- 
morphisme, un pole ou un point cntique algehrique. Dans le 
second cas, ces theoremes seront inapphcables. 

Les analystes rest<$s fideles au point de vue de Cauchy avaient 
implicitement admis que le premier cas seul pent se presenter, 
C'etait la, notons-le, un postulat gratuit ( 2 ) : car il n'y a a piiori 
aucune raison de supposerque # n'est pas point d'ind^termmation 
pour 1'int^grale Y. M. Painlev^, le premier, tira la question au 
clair el il demontra que, si x est distinct des points , Y tend 
necessairement vers une valeur determinee lorsque x tend vers 
x sui le chemin L. 

Voici comment nous ^tabhrons cette proposition. Marquons 
dans le plan y les diff^rentes racines^i, . . ., y^ de liquation 



Puisque x n'est pas point singuher pour Q et P, nous pouvons. 
decrire autour des points y^ . . .,y^ des contours d'ailleurs arbi- 



(*) Nous nous bornons au cas ou les points (5) sont des points isol^s. 
( 3 ) De fait, ce po&tulat ne serait pas exact si liquation difTerentielle dtudiee 
etait d'un ordre sup^rieur au premier. 
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trairement petits y<, ..., y^ tels que les racines y de Pequation 



hoient interieures a ces contours tant que \x x\ est plus petit 
qu'un certain nombre p; de plus il existe un nombre iini H tel que 
Ton ait, pour y situ6 sur le contour d'une courbe y (et pour 

(4) 



Tragons encore dans le plan Y un cercle F, de rayon tres grand, 
ajant I'origine pour centre. On peut determiner H de maniere que 
rmegalite* (4) reste satisfaite (pour |r #o|< p) lorsque y est 
int^rieur au cercle F et exteneur a tous les cercles y. 

Cela pos, admettons que Y, determine entre X et # snr le 
chemm L, devienne ind^termmd en X Q . Je dis que cette hypothese 
conduit a une contradiction. En eflfcl, si 1'int^grale Y ne tend 
(quand x tend vers # ) ni vers 1'infmi, ni vers une racine de 
Q(^o? y)') ^ existe n^cessairement sur L des points x arbitraire- 
ment rapproch^s de # ou Y est exL^neur aux y, mt&rieur a F et 

salisfait par suite a 1'in^galitd (4)* Or on sait qu'autour de tout 

p 
point x ou ^r et Y sont finis, Y est holomorphe et d^veloppable 

dans un cercle c de rayon iini. Lors done que x passe par la s^rie 
des valeurs x qui convergent vers # , le rayon du cercle c tend 
vers une limite non nulle : en sorte qu' la limite x est inl^rieur 
& c, ce qui prouve que Y est holomorphe au point x^ Ce r^sultat 
^tant contraire k 1'hypoth^se faite, cette derniere est k. rejeter, et le 
theor^me est d^montr^. 

En nous appuyant sur le th^or&me de M. Painleve, nous pourrons 
preciser en ces termes la conclusion du paragraphe prcdent : 

En dehors des points singuliei s fixes (S), une integrate quel- 
conque de liquation (i) Ji'a pas d'autres singularites que des 
pdles ou des points critiques algebriques. 

Appliquons, par exemple, ce r^sultata liquation 

(5) H- 
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oules A sont des polynoines en x. Soil o? un point quelconque : 
toute integrate finie y est holomorphe; niais 1'int^grale qui esl 
mfinie en # admel ce point comme point critique autour duquel 
se permutent deux determinations Quelles sont, d'autre part, les 
singularity non algebriques de Fequation ( 5)? Ce ne peuvent tre, 
d'apres le ih^oreme de M. Pamleve, que les points fixes apparte- 
nantaux diverges categories e'numere'es au dernier paragraphe. Or, 

P 
puisque le denominateur du coefficient diffe"rentiel ^ se rduit ici 

a 1'unit^, il n'y a pas de points des categories deuxieme, troisieme et 
quatrieme. Re&te a considerer les points singuhers des coeffi- 
cients A (il n ? y en a qu 7 un : Vinfini) eL les points obtenus en 
annulant le num6rateur et4e d^nominateur de Tequation trans 
forniee 



dz 

j5~~ l , -= = 



ces points sont les z^ros du polynoine A 3 . 

Le th6oreme de M. Pamleve permet de de*monlrer directe- 
ment que la seule equation (i) dont les integrates n'admettent 
pas de points critiques mobiles est Tequation de Riccati. 

En effet, pour que les integrates n'aient pas de points (critiques 
algebriques) de la premiere categoric, il faut que Q(#, y) soit 
independant dcjK. Liquation (i) doit done ^tre de la forme 

^ = P(#, y) (P polynome en y}. 

Faisons, d'autre part, y = z~ { . Afin que, dans liquation trans- 
forme'e 



le coefficient diffdrentiel ne soit pas infini lorsque = o, il faut 
que le polynome P soil de degr 2 au plus par rapport i y. Li- 
quation (i) se re"duit alors a liquation de Riccati 



(6) = 

Plus particulierement, si Ton se proposait de determiner toutes 
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les Equations (i) dont les int6grales sont uniformes, la question 
reviendrait a trouver dans quels cas liquation de Riccati (6) a 
pour integrates des fonctions uniformes. 

Cette question, dont la solution complete nous echappe encore, 
a ele 1'objet de nombreux travaux qui relevent de la theone des 
equations lineaires. On sait, en eflet, que le changement de va- 
riable 



transforme liquation de Riccati (6) en une equation lineaire du 
second ordre 



III. Integrates & n branches. 

D'apres le paragraphe precedent, toule Equation (i) qui n'esl 
pas une Equation de Riccati a pour mtgrale g^nerale une fonc- 
tion multiforme. II y a lieu de se demander si cette fonction mul- 
tiforme peut, dans certains cas, n'avoir qu'un nombre fini de 
branches. Plus pr^cis^ment, nous allons rechercher avec M. Pain- 
Iev6 quelles sont les equations (i) alg^briques en x dont les inte- 
grales (exception faite peut-tre pour un ensemble d^nombrable 
ftintigrales exceptionnelles) n'acquierent qu'un nombre donn6 n 
de branches lorsque x se meut d'une fagon quelconque sans tra- 
veiser les points critiques fixes. 

Consid^rons une integrate Y jouissant de cette propri^ et 
prenant en un point fixe X (non critique pour cette intdgrale) 
une valeur initiale C; puis joignojis X & un point x par des che- 
mins L quelconques ne passant pas par les points ($). Quel que 
soit le point #, 1'int^grale Y est suppos^e y prendre n d^termi- 
nations y^ y^ ..., y n * D'aiJleurs ces determinations (pour un 
point x donn^) varient avec C d'une mani&re continue; Je vais 
montrer d'abord que toute fonction symetrique R des n deter- 
minations y^ ..., y fi est une fonction rationneUe de C. 

Partons de X avec la valeur G et parcourons entre X et x 
n chemins diflferents L,, . . . , L^ 7 de mamfere & arriver en x avec 
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les n determinations diflferentes y, , ..., j/*(')- Nous appellerons 
en particuher Y, la branche de Y sui vie le long de L, ; je dis qu j en 
tout point de L y , Y y est une fonction mromorphe ou alg^broide 
de C pour toute valeur de C. En effel, d'apres les corollaires des 
pages 9, 10 et i5 (note), il en est bien ainsi pour les points de L y 
voisins de X . D'autre part, il n'est pas possible que Y y (G) cesse 
d'etre alg<*broide k partir d'un point le du chemin L 7 . Appelons, 
en efFel, C la valeur de Y;(C) en #; C est fonction m^romorphe 
ou alg^broide de C; et, d'autre part, puisque x ne coincide avec 
aucun des points (), Y y est fonction meromorphe ou alg^broide 
de C pour x voisin de # ; done Y,(C) est encore alg^broide au 
voismage de 5. On en conclut qu'a rextr&mle commune x des 
chemins L,, les fonctions y { , . .. , y n de C sont toutes m^ro- 
morphes ou alg^broides quel que soil C; done la fonction sym<- 
trique R(a?, X , C), qui est fonction untforme de C, est m&o- 
morphe en C pour toule valeur de C; c'est n^cessairement une 
fonction rationnelle de C. 

Ce point tabh, nous pourrons toujours repr^senter les /? d^ter- 
mmationsjr< ? - 5 fn par une relation implicite 

n ^(a?, X , C)> - 1 -h. . .-4- R(a?, X 0> C) = o, 



les R ^tant des fonctions sym^triques entieres dej, ...,JK/*J par 
suite des fonctions de x partout m&romorphes (puisque urn- 
formes) sauf peut-tre aux points (), et des fonctions rationnelles 
de C. D'ailleurs, pour des valeurs doundes de x, y, X , la rela- 
tion (7) doit d^finir n valeurs de C (valeurs au point X des 
n branches de 1'int^grale Y). Les R sont done, par rapport a C 7 
de degr n au plus. 

Nous supposerons que R d^pende de C. (Si cette condition 

( J ) Le raisonnemeut deviendrait inapplicable poui les valeurs de C ; corres- 
pondanl aux mt<igrales exceptionnelles d^finies plus haut, pour lesquelles on ne 
pourrait plus oblenir les n determinations sans faire passer les cheminsL par les 
points cntiques fixes (?) Ondoil done be demander si ces valeurs de G nc seront 
pas des singuUxue's transcendantes de la fonction R. Mais la fonction R est uni- 
f orme dans tout le plan, et Tensemble des valeurs exception nelles de G est, par 
hypothec, de*nornbrable ces valeurs devraient done etre pour R des pomlscl'm- 
determi nation weierbtrassicns, ce qui est mamfcstement impossible Voir, a la fin 
du \olume, la Note de M Pamleve. 
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n'etait pas remphe de prjme abord, on la reahserait en changeant 
y eny + const.) Posons, dans ces conditions, 

(8) R (tf,X ,C) = A, 

x etant un point d'un chemin L ou les determinations de y ne 
sont pas nulles, point que nous commencerons par supposeryw?e. 
An lieu de regarder les R comme fonctions de C, nous pouvons 
les considerer comme fonctions de X, Je dis que Vune quel- 
conque, R y , de ces fonctions est un polynome du premier 
degre par rapport d X. 

En effet, R 7 , fonction entiere de y^ ...,^ /2 , ne peut tre infinie 
que si le produit X = R = y 4 y 2 . . . y n est lui-m^me infim. 

D'autre part, & une valeur de X correspond une int^grale unique 
de liquation (i) (partant une seule determination de R 7 ) : car la 
relation (8), de degre n en C, ne fait correspondre a une valeur 
de A que n valeurs de C, qui sont les n determinations de 1'inte- 
grale Y au point X . 

Reciproquemeiit, a une valeur de R i /(^?, X , C) en un point 
x il ne correspond qu'une valeur de A; car, d'apr^s la 
remarque, a une determination de R y correspond une inte- 
grale unique de Pequation (i), parlant une seule fonction R . 

Ry est done bien, par rapport a )^, un polynome du premier 
degre. 

De cette propriet6 des fonctions R on conclut que la rela- 
tion (7), definissant les n branches de Tmtdgrale Y, peut s'ecrire 
conime il suit : 

(9) ^ /i 4-[L tt _ 1 (^,X )^XM rt _ 1 (^X )]7^+...-h[L,^XM I ]7H-X==o, 

les L etant meromorphes en x pourvu que x soit distinct des 
points ($). 

Nous avons suppose tout a Theure que le point x etait fixe. 
Donnons-lui maintenant une valeur variable en laissant X inva- 
riable. Alors X est une fonction de x et de x seulement; de m6me 
les L et les M. Dans ces conditions, la relation (9), supposee 
resolue par rapport & X, prend la forme suivante : 

, , 
; 
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Supposons maintenant que Ton effectue sar liquation (i) le 
changement de variable (10). Liquation deviendra 



& ^tant par i^apporl a X une fonction algebrique. Cette fonction 
algebrique est d'ailleurs rationnelle, puisque a un systeme de va- 
leurs de x et de X (ou R ) correspond une seule determination 

JT> 

de "-/-^' Mais alors nous pouvons appliquer a Fequation (u) le 

premier th^oreme de M. Painleve; ^tant donne que les integrates 
de cette equation n'ont aucun point critique en dehors de certains 
points fixes (), 1'equation (11) est necessairement une equation 
de Biccati 



(12) 



D'ou nous concluons, en definitive, que si les integrales de 
1' Equation (i) n'acquierent que /i branches autour des points cri- 
tiques mobiles, liquation (i) sera ramenee par le changement de 
variable (10) liquation de Riccati (12). 

Je dis qu'c7 riexiste qu'un seal changement de variables (10) 
ramenant l y equation (i) a la forme (12). Supposons, en effet, 
qu'il existe une fonction X' de #, differente de X et jouissant des 
m$mes propri^t^s [c'est-^-dire ayant ses points critiques fixes et 
Ke ay par line relation (io ; ) ou (9') de mme forme que (10) 
ou (9)] : en retranchant (9^) de (9) on trouvera que y est li^e a x 
par une relation, de degr n = i en y, dont les coefficients ont 
leurs points critiques fixes : les integrates y n'auront done que 
(n i) branches, ce qui est contraire a Phypothese. 

Le changement de variable (10) n'^tant possible que d'une ma- 
mere, nous sommes assures que nous pourrons toujours obtenir 
par des operations rationnelles les L, les M, G, H et K. en fonc- 
tion des coefficients de (i) et de leurs d6nvees. 

Demandons-nous maintenant de quelle forme doit tre une 
equation (i) 

P et Q premiers enlre eux) 

/ 
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pour qu'un changement de variable 



pinners ent.e eux (')] 



puisse la ramener a 1'equation de Riccati (12). Je dis que P et Q 
doivent &tre par rapport a y de degres 2/z et zn 2 ait plus, 
II nous sera commode de remplacer 1'int^grale gdnerale \ de 
liquation de Riccati (12) par son expression 



expression dans laquelle a, (3, a i5 (^ sont des fonctions a points 
critiques fixes et h la constante arbitraire. Nous aurons 



/?< et q { ^tant, comme /> et ^, des polynomes en^, premiers entre 
eux et de degre 2/1; et notre Equation diffdrenLielle s'^crira 



dh 
ou 



le num^rateur et le denominateur de (i3) ^tant respectivement ( 2 ) 
de degr 2/7 et de degr^ 2/1 2 en y. 

Je dis que, si le num^rateur et le denominateur de (i3) ad- 
mettent un facteur commun \_y ^(#)]j ^ a function y = 9(^) est 
une solution de I? Equation (T). En effet ( 3 ), si nous 
par O(^) dans la 



( l ) Si p et q n'etaient pas premiers entre eux, les iate'grales de J'equation (i) 
n'auraieat pas n branches : elles en auraient moms. 
(*) Onv^nfiera sans peme que les premiers coefficients ne sont pas mils. 
C*) On a toujours le droit de supposer que^ = 0(o?) n'annule pas g^ s'il en 

autrement, on changerait A en -?- 
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nous constalons que cctte derivee est identiquement nulle. Done 
est constant pour y = Q(#)> e ^ ^g a l & une certaine valeur h de 

la constante /i, ce qui prowe quey = 9 (a?) est solution de l'qua- 
uon proposee. D'ailleurs, y = 9(^) est une solution multiple 



de (i). En effet, la derivee -~^ est identiquement nulle pour 
j- 6(#); done y = $(x) est une racine multiple de T 
i = h & . Remarquons enfin que y = 8(j?) est une integrals 
brique. Reportons-nous, en effet, a 1' expression de 



et faisons-y h = A , y = 9(a?). Nous \erifierons sans peine que la 

d p- 

derivee ~- est identiquement nulle. La solution y = 9(#) v&rifie 

d - 

done la relation -r^- = o, relation qui (comme J est algebrique 
en ^?. 

En resume, nous parvenons ^ la conclusion suivante : Ou bien 
I' equation (i) admet une ou plusieurs ( { ) solutions particu- 
lieres multiples et algebriques, ou bien Le second membre de 
(i3) est une fraction irrdductible. Dans ce dernier, pour calculer 
les L, les M, G, H et K en fonction des coefficients de (i), il suffit 
d'identifier les coefficients des num^rateurs et des d&nomina- 
teurs ( 2 ) des Equations (t) et (i3). 

Ainsi se trouve dmontr le second th^or^me de M. Painlev^ 
que nous avions annonce (p. 16). De ce thorme il r^sulte en 
particulier qu } en op^rant tous les changements de variables de la 
forme (io|) surles Equations de Riccati a integrales uniformes, on 
obtiendra toutes les equations algebriques (i) dont les integrates 
sont des fonctions multiformes a n branches. Toutes les Equa- 
tions (i) qui ne peuvent pas 3tre obtenues de cette manure ont 



1 l ) Voir la Note de M. Painleve' k la fin du Volume 

( 2 ) On commenccra par leb d^nommateui's 
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pour integrates des fonctions multiformes a une infinite de branches. 
Ce sera, en particulier, le cas pour liquation 



04) 

lorsque P est un polynome en y de degr sup&rieur a 2. 

IV. Remarques sw les fonctions multiformes. 

Nous venons de dire que, si nous nous assignons comme tache 
1' etude des fonctions d^fimes par liquation diflferentielle (i), nous 
aurons en general affaire a des fonctions qui poss&dent une infi- 
nit^ de branches. Cette constatation nous met dans un certain 
embarras. I] semble, en efFel, que, jusqu'ici, les analystes aient 
systematiquement cart les fonctions multiformes de leurs sp- 
culations. S'ils onl fix leur attention sur quelques-unes, c'est 
qu'ils savaient les rattacher & des transcendantes umformes 
simples (*) (exemple : les recherches sur les fonctions ab- 
liennes). Mais, pour ce qui est de la theorie g^n^rale des transcen- 
dantes multiformes, elle esl a tel point mexistante que nous en 
ignorons jusqu'& Fobjet; nous n'en sommes pas, en cette mature, 
a chercher des solutions, mais a nous demander quelles questions 
nous pournons bien nous poser. 

Livr^s ainsi ik leur propre inspiration, les g^om&tres qui vou- 
draient explorer le monde des fonctions multiformes pourraienl 
peut-^tre demander quelques suggestions & la theorie des fonc- 
lions uniformes. On salt par quel artifice les analystes se sont 
6levs des fonctions rationnelles aux transcendantes uniformes. 
Ayant affaire des Equations admeltant, non plus un nombre fini, 
mais un ensemble infini de racines, ils ont cherch, en premier 
lieu, & determiner les points-limites de cet ensemble; en second 



C 1 ) M. Pomcar^a d^montrd que, quelle que soit la foactionmultiformey de#, 
on peut toujouts exprimer x et y en fonction un if or me d'ua m&me parametre t, 
Mais DOUS ne ^ommes qu'incompletement renseignes sur la nature des fonctions 
^(0 y(*)> <Jont ^'existence est amsi ^tablie. Ces fonctions sont 6tudies par 
M, Pomcure* dans un Me"moire qui vient de paraitre : Sur I'uniformisation des 
fonctions analytiques (Acta mathematica, t. XXXI). 
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lieu, ils ont ^tudie la repartition, la condensation des racines 
autour de leurs limites; d'autre part, ils ont examine Failure, le 
mode de croissance des fonctions umformes au voisinage des 
points-limites de leurs zeros. On pent poser, relalivement aux. 
fonctions pourvues d'une infinite de branches, une sene de ques- 
tions analogues. Comme 1'ensemble des zeros d'une fonction uni- 
forme, on ^tudiera 1'ensemble des points critiques d'une fonction 
multiforme et Fensemble des determinations de cette fonction 
pour une valeur quelconque de la variable. On rechercliera, 
d'autre part, comment ces deux ensembles se correspondent Pun 
a 1'autre, c'est-a-dire comment se combinent les permutations 
op^rees a u tour des points critiques, de maniere a donner nais- 
sance a 1'ensemble des determinations. On etudiera enfin la 
croissance des diverses branches de la fonction. 

Toutes ces questions, nous les rencontrerons au cours de ces 
Lemons. Mais je veux faire, des maintenant, quelques remarques 
g&n&rales sur les points-limites (* ) des determinations d'une fonc- 
tion multiforme y(x}* 

Consid^rons un ensemble y\ (#)? y2(#)j * de branches dey(#), 
holomorphes au voisinage d'un point x et convergeant, pour # = #, 
vers un point YI du plan des y. Supposons, de plus (-), queles mo- 
dules de ces branches soient born^s ^galement au voisinage du 
point #, c'est-a-dire restent infeneurs a un nime nombre fixe 
quelque grand que sou Pindice i. Dans ces conditions, je vais 
d^montrer la proposition suivante : 

Pourvu que x ne wit pas point- limite de points singuliers ( 3 ) 

C 1 ) On trouvera une 6tude d^Laill^e des fonctions engendnSes par ces points 
dans la Ta&se de M. P Montel (Sur les suites infinies de fonctions) pubhe'e de- 
puis 1'achevement de ces Lepons. Les fonclions-hmiles de variables re*ellesavaient 
ete* depuis longteaips etudiees par M. Arzela, ainsi que le rappelle M. Montel. 

( 2 ) J'ai montr^ (ftendic del Circolo mat di Palermo, 1907) que cette sup- 
position est implique'e dans 1'hypothese d'apr&s laquelle x n'est pas hmite de 
points singuliers ou d'intersections des^ 

( 3 ) Tout point smguher transcendant doit etre regarde" comme pomt-limile de 
points singuliers alge"bnques Mais la reciproque n*est pas vraie En effet, nous 
considerons comme poinL-l unite de points critiques tout point au voisinage 
duquel une infinite" de branches y t be permutent avc une infinite^ d'autres 
branches; cette definition ne suppose pas qu'une infinite' de branches se per- 
mutent entre elles au voisinage du point considere'. 
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des branches y t (x] on point-limite de leurs intersections, la 
limite Y< de ces branches est > au voisinage de x, une fonction 
holomorphe de x. Les derivees successives de Y, par rapport 
A x sont les limites des deriv&es successives des branches yi(x}. 

Nous appellerons la limite Y 1 branche-litnite ou fonction- 
lirnite 



Soient y^ y^ . . . les valeurs de y { , y%, . . . pour x = x ; de"cri- 
vons autour de x un cercle c tel que, pour i sup6rieur a un 
nombre m, les y t (x} ne presentent aucun point critique et aucun 
point d'intersection a Pmteneur de c. Gonside'rons ensuite une 
courbe ferme'e y entourant le point x et inte'rieure a c. Je dis qu'il 
existe sur cette courbe des arcs ou la difference y n +\ yn est 

arbitrairement petite (^avec -V Eneffet ? par hypothese, cette dif- 

f^rence au point x sera mferieure a tel nombre e que I'on voadra 
des que n de*passera un certain nombre n\. Supposons alors que 
I'on ait en tout point du contour y, pour des valeurs inddfimment 
croissantes de n, 



Puisque la difference y n +( y n devient inf^rieure a e dans y 
(pour n > /i^, Tinegalite (i5) exige que cette difference s'annule 
a Finterieur de c; or, elle ne pent s'annuler, car elle ne saurait le 
faire qu'enun point critique ou double de$y n (x) : Aoncy n ^ y n 
tend bien vers ze>o sur un arc au moins du contour y. 

Je vais conclure de Ik cy^au point x les differences des derivees 
successives y' n+i y' n , y" ll+i y" /t , ... tendent toutes vers zero 



avec - 
n 



Posons y n+{ y n f n (x] et montrons que Foa aboutit & une 
contradiction si I'on suppose que \f ! n \x) \ reste ? pour des valeurs 
de n indefiniment croissantes, superieur a un nombre fixe a inde"- 
pendant de n. Nous savons que /(#) est holomorphe et bornee 
dans le cercle c, en sorte que le de*veloppernent 



(16) / 

est absolument convergent, quel que soit /i, tant que \i\ \ reste 
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mferieur au rayon p de c. Designons par A. p la plus grande valeur 



prise par le module 



V'W 



lorsque n angmente indefimment. 



Nous sommes certains que la s^rie SA^/ 7 converge absolument 
dans tout cercle de centre x inteneur a c : car, s'll en etait autre- 
ment, les/,, (a?) tendraient(pour n croissant indefimment) vers une 
fonction qui presenterait un infini ou un point singuher & Tint6- 
rieur de c. D^terminons alors un nombre (J (infeneur au rayon 
de c et independant de n}, tel que Ton ait, pour n assez grand et 
pour | YI | < (3, 

w^) /j(ip) 



puis prenons pour courbe v un cercle de centre x et de rayon 8' 
momdre que (3. Comme f tt (x) tend vers zfro avec ~> on voit que 
si \f n (~x] \ restait sup6rieur a a, f a (lc + TJ) serait, sur le contour 
de Y, sup&rieur a ? et ne pourrait, par suite, tendre vers z&ro en 
aucun point de ce contour : ce qui est contraire au resultat ob- 
tenu Lout 1'heure. Nous sonimes done assures que \f n (%} \ est 
inf^rieur a a a partir d'une certaine valeur de n et d^croit ind&fi- 
niment avec --De proche en proche, on d^montrerait qu'il en est 

de meme des d^nv^es successives/* (a?), /(#), 

Amsi, dans le d^veloppement (16) tons les coefficients tendent 

vers zro avec - II en r^sulte que f n ou y n +\ ?* tend vers z<ro 
en tout point od ce dveloppement converge, c'est-^-dire en tout 
point interieur a c. II en est de m<me des driv<*es y' n ^ y n , 



n+\ /i ? t 

Cela dit, appelons Y 4 , Y 1? Y'|, ... Tensemble des valeurs-limites 
des yi(x)> y\ (^) 5 y"i(^}-> en un Pi nt quelconque du cercle c. 
II r&sulte de ce qui precede : i que Pensemble Y f , se r^duisant 
& un point pour x = ^, se r^duit encore & un point pour toute 
valeur de x int^rieure & c\ de mime les ensembles Y' 1? Y", ...; 
2 que les differences Y, y n , Y; y' n , T\ y n n , ... tendent vers 

z^ro avec - En particular, si Ton appelle et , r\ R et 9 /0 H t 
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et Kt les parties r^elies et les coefficients de y/ i dans #, y n et Y, , 
on aura 

dH i _ hm **n <*Ki , M,, 

-rr- = lim -rr-> , - =a lim -r~- 

^ *= ^ ^ n r= <? 

On en conciut que Y, est, comme^, une fonction analytique 
holomorphe au voismage de x x\ il en est de mme de Y,, 
Yj , . . . et ces fonctions sont, de plus, les d^riv^es successives de la 
fonclion Y, : ce qu'il fallait d^montrer. 

Nous avons defim la branche-hmite Y< au voisinage du point x. 
Que deviendrait-elle si, nous Poignant de ^?, nous faisions varier x 
d'une fagon arbilraire? 

II est clair que, si x vient a coincider avec un pomt-limite de 
points singuliers de branches j>'*(#), la branche-limite Y^or) 
pourra presenter en ce point une singularity (*). Or, dans le cas 
le plus general, les points singuliers de y t (x] auront une infinite 
de pomts-hmites : des Iors 7 quand x variera d'une nianiere quel- 
conque, Y^ pourra engendrer une fonction multiforme Y(a?), 
aussi compliquee que la fonction y(x} d'ou nous sommes partis. 
Parfois, au contraire, la fonction-limite Y(j;) sera plus simple 
que y(x], et c'est en ce cas qu'elle nous int^ressera. 

De Fexistence m&tne de la fonction-limite Y(^a?) on d^duira la 
proposition suivante : 

Si une fonction multiforme y sati^ait a une equation diffe- 
reniie/le 

(17) --'>' 

OIL f est analytique en x et y, la fonction-limite Y satisfait a 
la mime Equation. 

En eftet, pour toute branche Y< de Y, Jimite d'un ensemble de 
branches y\, . . ., y n de y^ on a les 



= lim , Jim/(*, Y t ) = 
d& n==00 ax 



( J ) La d^monslration donn^e ci-dessus cesse d'etre valable lorsque x est point- 
hmite dc points singuliers ou d'mlcrsections d^s y^os} Mais on peut raontrer 
que, sous certames conditions, les points- Iimites d'intersections des y l ne sont pas 
points singulars pour Y^a?) (vow 1 le M^moire cit^ plus haul p. 26, note a). 
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Nous connaitrons amsi une condition necessaire pour qu'en un 
point donnd les determinations d'une integrale y(x} de liqua- 
tion (17) admeltent une valeur-hmite unique ou un nombre fmi de 
valeurs-limites : il faudra que V equation, (17) ail une integrale 
uniforms ou une integrale ne posse da nt qu'un nombre ftni de 
branches (*). Enparticulier, pour que les determinations dey (x] 
n'aient d'autre valeur-hmite que 1'infmi (comme il arrive pour les 
determinations de la fonction inverse d'uiie fonction entiere), ilfaut 
que 1'equation differenlielle 

dz _ 

* = ' ~~~* 



admette 1'int^grale particuli^re z = o. 

A ces observations gte^rales j'ajouterai une reinarque d'un 
autre ordre. 

On sait comment les analystes ont pu rendre uniformes les 
fonctions alg^briques en les repr^sentant sur des surfaces de 
Riemann composees de feuillets superposes. line sera pas difficile 
d'appliquer aux fonctions pourvues d'une infinite de branches le 
jmme mode de representation. 

Appelons, en effet, y\^ y^ ... les diverses determinations d'une 
fonction multiforme en un point x. On peut, d'une infinite de 
manieres (en joignant entre eux ou a Finfini les points critiques 
de JK)> tracer dans le plan des x un systeme de coupures tel que la 
fonction y ne prenne en chaque point qu'une valeur, lorsque x se 
meut sans frauchir les coupures. Les coupures rf i? d, ... seront 
par exemple des fentes, decoupees dans un feuillet plan Jf \ et 
infranchissables pour la variable x : au point x du feuillet $ , 
y prendra la valeur unique y \ . 

Si nous voulons maintenant permuter y t avec y, nous devrons 
faire valuer x le long d'un (-} lacet ferm^ L, entourant certains 
points critiques #<, x^ ---- Aplatissons ce Jacet de mani&re 

( 1 ) Nous tablirons djrectement Texistence d'une telle integrale dans les 
exemples Studies au Chapitre IV _ _ 

( 2 ) II peut arriver que les determinations y l et y^ s^changent entre elles le 
long de plusieurs lacets L, L r , L", . . entourant des groupes difF^rents de points 
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a rendre infiniment petite 1'aire comprise a I'interieur de saboucle 
(sans en faire sortir toutefois les points x^ x*, ...). Le lacet L 
tendra vers une ligne sans epaisseur, /, issue de x et parcourue 
deux fois. Soit x { le premier point critique rencontr^ sur cette 
ligne, x\ le dernier. Je prendrai pour coupure d< le segment de / 
compris entre x^ et x\ ; puis, a partir de x\ je prolongerai I 
jusqu'a Finfini (ce prolongement ne passant par aucun point cri- 
tique )~et j'appellerai c< le segment ^oo. Si, a partir de #, on d6- 

Fig. i. 




crit un lacet L' qui coupe une fois la ligne c\ et ne rencontre 
aucune coupure, ce lacet permutera les determinations y { et^2- 
Cela dit, consid^rons un feuillet plan JF fl superpos & J^. Dans ce 
feuillet d^coupons des fentes suivant les coupures d\ , rf 2 , . . . ; 
puis relions 4 : 2 & \ par une ligne de croisement ( * ) plac^e sui- 
vant 04. La fonction y sera uniforme sur Fensemble des deux 
feuillets Jf <? . A.U point x du feuillet 4^ 2 , elle prendra la va- 

leur j' a . 

En continuant de la sorte, on obtiendra une surface de Riemann 

form^e d'une s^rie de feuillets J^, *, Jr 3 , . . . sur lesquels y(x) 
prendra les valeurs y^ y^ y^ 

critiques. On pourra raisonner sur ces divers lacets comme nous raisonnons sur L, 
et faire correspondre a chacun d'eux une ligne c suivant laquelle on men era une 
ligne de croisement reliant les feuillets jFj et $ y Ces deux feuiilets seront alors 
joints par plusieurs lignes de croisement au lieu d'une seule. 

( l ) On sait ce qu'il faut entendre par la. Conside>ons deux fentes superpo- 
s6es cj, d( de'coupe'es respectiveraent dans les feuillets ^ et J? 3 suivant la ligne c t . 
Pour joindre l et j? 2 , on relie par une premiere nappe le bord droit de la fentecj 
au bord gaucbe de la fente c'J, et par une seconde nappe le bord gauche de la 
fente c' au bord droit de la fente c\. 



32 CHAPITRE I. 

Or, MM. Pomcare* et Volterra out cUmonlre (' ) que Pensemble 
des determinations y ^ y^ . . . que peut prendre en un point x une 
fonctioii multiforme est un ensemble denombrable. II en rsulte 
qu'en dfimssant la suite des branches y^ y^ . . . sur la serie cor- 
respondante des feuillels JF<, J^, ... on epuise toutes les d^ter- 
minations de la fonction. 

A.insi, il est toujours possible de construire des surfaces de 
Riemann sur lesquelles une fonction multiforme donnee peut tre 
regardee comme uniforme. II existe mme une mfinit^ de telles 
surfaces. Mais, notons-le, la definition que nous en obtenons est 
purement theorique. Nous ne pouvons prevoir comment seront 
agenc^s, dans chaque cas particulier, les feuillets de la surface et 
les lignes de croisement qui les rattachent. Ce sera precis^ment 
Tun des problemes que nous nous poserons, lorsque nous serons 
en presence d'un type nouveau de fonctions multiformes, que de 
chercher a les representcr sur une surface de Riemann aussi 
simple que possible et approprie*e & leur nature (comparer 
Chap. III). 

V. Appel a la notion de contmuite. 

Pour clore ces pr^hminaires, je dirai quelques mots d'une 
m^thode gen^rale d'invesligation qui me sera utile en mainte 
occasion. 

C'est un fait digne de remarque que, dans les diff&rents ordres 
de sciences, 1'esprit humain suit une marche semblable : il part 
des faits connus, puis, par continuite, cherche a s'^lever de ces 
faits a d'autres faits, voisins mais plus complexes. Ce f^cond pro- 
c6d^ de d^couverte, la throne des Equations differ en tie lies ne Pa 
pas neglige : elle en a condens^ la vertu en trois ou quatre theo- 
r^mes sur lesquels nous allons porter notre attention. 

Supposons en premier lieu qu'une Equation fj) (page 8) ait 
une mtegrale particuli^re, JK(^,C O ), exceptionnellement simple 
(cette integrate est d^fime par la valeur mitiale C qu'elle prend 



( ! ) Voir les Legons sur la theone des fonctions de M Borel, ChapHre IV, 
et le MSmoire de M Pomcare" citd plus haul, p. 25, en note 
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en xin point fixe X ). Ne va-t-on pas pouvoir tirer parti des pro- 
prietes dey (#, C ) pour etudier les integrates voisines, c'est-a-dire 
les integraies qui prennent en X des valeurs C voisines de C ? Le 
probleme revient a. chercher comment vane enfonction de G l'mt- 
grale y (x, C) (defime par la valeur mitiale C), si on la suit le long 
d'un chemm determine. Or, c'est la une question que, dans des 
Caspar tic uliers, nous nous sormnes deja posee (corollaires des pages 
9, 10 et 1 5, note). Le theoreine suivant( i ) y repondra : 

Soit L un chemin quelconque itsu de X , ne passant par 
aucun des points sing alters fixes (!), etdont aucun point, sauf 
peut-etre le dernier, x, n'est point critique de y(x, C ) ( 2 ). 
Suivons sur L, a partir de La valeur initiate C, I* integrals 
y(x, C) et firrtons-nous au point x : 

1 Si La fonction y(x,C ) de x est y pour x voisin de x, une 
fonction holomorphe, meromoiphe on algeb/oide, La fonction 
y (X) C) de x et G est pai eillement, pour x et C respectivement 
voisins de x el G , une fonction Iiolomorphe, meromoi phe ou 
aLgebroide. 

2 Si q determinations de y(x, C ) se perrnutent autour 

de x (qui est alors point critique isole), un nombre egal (q) de 
determinations de La fonction dc x, y (tc, C) se permuteront 

aupres du point x pour C voisin de C - 

Pour d&nontrer la premiere partie de ce th^or^me, on proc^dera 
comme a la page 20. On sait que la proposition ^nonc4e est vraie 
pour x voisin de X . D'autre part, il n'est pas possible qu'elle cesse 
d'etre vraie a partir d'un point x 1 du chemin L; car soient C^, G' 
les valeurs dey (a?', C ) et y (x 1 , C) : pour a? et G voisins de acf et 
GO, y sera fonction holomorphe, m&romorphe ou alg^broide de G ; , 

( A ) Cf. les Legons de Stockholm de M. Painleve". 

( a ) Si un pomt de L aulre que le dernier 6tait critique pour y (&, C ), cette 
integrate aurait en a? deux valeurs distinctes, dont chacuae engendrerait une 
fonction holomorphe, meromorphe ou alg6bro\de de x et [G, lorsque a? et G 
varieraient au voisinage de x et G D'ailleurs il serait toujours possible de 
de* former 16gereoaent le chemin L de maniere k n'obteoir en x qu'une determi- 
nation dey(izr, C ). 

B. 3 
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cependant que C 7 sera fonctioii holomorpheou m^romorphe de C ; 
done la proposition est vraie sur tout le chemin L. 

La seconde partie du theoreme est une consequence du corpl- 
laire de la page i o. Appelons y c la valeur de y (x, C) au pom t x et 
supposons que pour # = 5, y(x^C Q ) ait q determinations con- 
fondues en y Cto . Le resultat que nous avons obtenu page n peut 
tre interpret^ comme il suit : lorsque les variables #, y' Q , x' sont 
situees dans un certain domaine D au voisinage des valeurs x, 
5^ o , x, la branche d'integralejK^ C)= ? (#,JKo> <) qui est egale 
ajKo en #o a <i met <7 determinations, etyseulement, voisines de jc - 
Considerons ces q determinations pour une \aleurfixe de C voisine 
de Co : je dis qu'elles se permutent entre elles au voismage du 
point ^. Pour le verifier, entourons x d'un petit cercley (mt6rieur 
au domaine D) surlequel nous prendrons un point x? . La branche 
d'integrale y (#, C ) a, en ^ q valeurs differentes y^,. . ., y'^ f qui 
se permutent enlre elles lorsque x decrit une fois, deux fois, . . ., 
q fois le contour y. D'ailleurs la premiere partie de notre tb^oreme 
est applicable le long de y. Si done Pintegrale y (x, C) a en x f une 
premiere valeur y'^ suffisamment voisme de y^ elle acquerra 
au meme point (lorsque x d6crira le contour y) q i autres 
valeurs respectivement voisines de y^ ...,jKc , 7 End'autrestermes, 
y(x, C) admet, en^, q determinations se permutant entre elles 
autour de points critiques qui tendent tous vers x lorsque C tend 

vers C . 

II sera souvent commode de r^server le nom de point critique 
simple aux points critiques algebriques autour desquels se per- 
mutent seulement deux determinations d'une fonction : lorsque 
q determinations s'echangent autour de ar, on admettra qu'il y a 
q i points critiques confondus en a?. Si Ton adopte ce langage, 
on peut dire qu'a tout point critique x { de^* (ar, G ) correspond 
un point critique x\, de y(x, G), voisin de x\ pour G voisin de C . 
Ainsi se mamfeste entre les allures des deux integrales une etroite 
ressemblance, dont on profitera pour etudier les proprietes 



La comparaison de deux, integrates voisines sera surtout in- 
structive lorsquePune des deux integrates sera une fonction connue. 
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Mais c'est la, ne 1'oublions pas, un cas exceptionnel. Aussi allons- 
nous, pour tirer du raisonnement par continuity tout le parti qu'il 
comporte, recounr a un artifice. 

Introduisons dans liquation (i) un param&tre variable [x. Nous 
formerons une nouvelle Equation diff^rentielle 

08) asj -/to^'^* 

qui comcidera avec Inequation (i) pour une valeur particuli^re de jx 
(par exemple [x = i), mais qui, pour d'autres valeurs de [x 
(par exemple [x = o), pourra tre plus simple que liquation (i). 
Si nous savons alors suivre Ja variation des intdgrales de (18) 
lorsque jx varie avec continuity de o & i, nous pourrons d&luire 
des proprietds de 1'^quation 



certaines propri^tes correspondantes de liquation (i). L'appli- 
cation de cette methode pr^sentera quelquefois des difficultes; 
cependant nous parviendrons souvent a la mener ^ bout, en nous 
appnyant sur les th6ormes suivants ( { ) : 

I. Soit le second membre de V equation di(/erentielle 



holomorphe pour |# # |<''> \y yo|<P ? 1^- ^ol<^ 
L 3 integrate y^de(i8) qui pr end en X* la valeur initiate y* est 
une fonction holomorphe de x et p. pour x et p. respectivement 
voisins de XQ et jx . 

En effet, soit M la plus grande valeur du module de/dans le 
domaine \x x Q \<r, \y ro|<P> | (x [x [ < T. D'apres le 
th^orfeme de Cauchy (page 18), Fint^grale y^ que d<5finissent les 
conditions initiales # 0? yo est d^veloppable par rapport aux puis- 
sances de x #o dans un cercle de rayon au moins 



(i) Voir POINOAR^, Les methodes nouvelles de la Mecanique celeste, p. 48 
et 699, PIOARD, Traite d' Analyse, t. Ill, Cbap. VIII. 
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r ( ! _ e~ 2M/ / ; d'ailleurs les coefficients du developpement (fonc- 
tions rationnelles des coefficients de/) sont toutes fonctions holo- 
morphes de JJL dans un domaine fini non nul entourant jx= p- - 
On en conclut que Tmtegrale y^ est, elle aussi, fonction holo- 
morphe de [A. (Cf. p- 9, note 2.) 

II. Les hypotheses de I'enoncd precedent etant supposees 
satisfaites, soit y' une fonction holomorphe de [x guise reduit 
a y Q pour jx = [*,<>. L' integrate y y de (18) qui p rend en # la 
valeur initiate y' Q est une fonction holomorphe de x et |x 
pour x et ^ respectivement voisins de .r et p. - Nous savons, en 
effet, quej/H- est function holomorphe de x, de y' et de p.. 

Du cas ou le coefficient differential J est holomorphe on passera 
au cas ou il est meromorphe en retournant liquation (18) et la 
mettant sous la forme 

dx i 

dy ~~ f(x,y, fx) 

Puis, faisant le changement de variable y= 5*"% on examinera le 
cas ou la valeur mitiale y Q est infinie. Enfin on ^tudiera rint^- 
grale^y, non plus senlement au voismage d'un point a? j niais le 
long d'un chcmin quelconque L defini comme a la page 33. Je me 
contente d'enoncerles resultats auxquels on sera conduit [les de*- 
monstrations sont identiques a celles qui ont &e donn^es aux 
pages 10, 1 5 (note) et 33] : 



III. Supposons que /(a?, y, JJL) admette un p6le pour x = 
y=y , UL==:[JL O , et soit holomorphe par tout adleurs dans le 
domaine \x # 1 < r -> \ y 7o | < p? | [x u 1 < T. Za branche 
d' integrate y^ de (18) qui pr end en # la valeur initiale y est 
une fonction algebroide de x et ppour x et p. respectivement 
voisins de & et [x . II en est de m6me de la branche d*mtgrale 
qui prend en # w*^ valeur y^ fonction holomorphe de p. et se 
reduisant a y pour pt= [^ - Soit, d'autre part, q le nombre des 
determinations de y^ qui sont confondues en y Q pour x = # - 
Lorsque les variables x et p sont situees dans un certain domaine 
au voisinage des valeurs # 03 [*o 3 la branche d'int&gi ale y^ admef 
q determinations , et q settlement, voisines dey<>. 
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IV. Ces divers rdsullats sont applicables a Pequation 

I dz . f / T \ 

= -J -r- = ^/ ( &> - P I 

7 dfcr \ -5 / 

pour x, z, [Ji respectivement voisins de #0. o? [^o- 

V. Soil L un chemin quelconque issu de # j ne passant par 
aucun des points singuliers fixes (), et dont aucun point, sauf 
peut-tre le dernier, #, n'est point critique de y(x, C ). Suivons 
sur L, a partir de la valeur initiale C, 1'integrale ^(#1 Cj ^ 

i Si lafonction de x, jKfx (^' ^)' ^^ /?owr ^ voisin de x, une 
fonction holomorphe, meromorphe ou algebroide, la fonction 
de x, [jt. et C, jy.(^, G), e&t pateillement., pour x, jx et C respec- 
tivement voisins de x, [JL O e C , w/?e fonction holomorphe, me- 
romorphe ou algebroide. 

2 Si q determinations de ^(o?, C ) ^ permutent autour 
du poinix, un nombre egal, q, de determinations de la fonc- 
tion de x, y v (x, C), se permuteront au voisinage du point #, 
pour p et C respectivement voisins de [JL O et C . 

Tels sont les tli^oremes fondamentaux qui permettent de com- 
parer entre elles les integrates de liquation (18) pour deux va- 
leurs voisines du param&tre JJL. Faisons en particulier [x =o et 
consid^rons rint^grale^(^j C) le long d'un chemin L ouj (^ C) 
est holomorphe. D'apres ce qui precede, on peut, le long de ce 
chemin, d^velopperjKp par rapport aux puissances endures de JJL. 
Les coefficients du d^veloppement seront des fonctions de x qa'il 
sera facile de determiner. Posons, en effet, 



y = H- <p t JJL -H cp 



et substituons cette s^rie ^ y dans les deux membres de liqua- 
tion (19). D^veloppant le second memtre par rapport aux puis- 
sances de p., nous aurons 



if *t \ * \ V J **> T<>* u / - , V J \">J^ 
?0+rtfAH~..^/(^?0, 0)*+-^ ^ ^ 9l+ 5jT~ 

Cette ^gaht^ doit tre satisfaite quel que soit p. : done les coeffi- 
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cients des puissances semblables de p sont 6gaux dans les deux 
membres, eL 1'on a 

<tf<po ft v 

iZ =/(*, ?o, o), 



On pourra ainsi calculer de proche en proche les coefficients 
, i? cp a , , . ., chacun d'eux etant d^fini (lorsque les pr^c^denls 
sont connus) par une equation differentielle hneaire. 



CHAPITRE II. 

GROISSANCE ET ALLURE D'UNE BRANCHE D'INTEGRALE. 



Gonsid^rons un point singulier transcendant au voisinage du- 
quel s'^changent une infinite de branches d'uixe mme integrate. 
Pour etudier ce point singulier, il y aura lieu de trailer deux pro- 
blemes distincts : 1 etude d'une branche d'mlgrale isolee au voi- 
sinage du point singulier: 2 6tude du mecanisme au moyen du- 
quel cette branche s'^change avec les autres. 

C'est du premier de ces deux problemes que je vais m'occuper 
dans ce Chapitre. Je me bornerai d'ailleurs a liquation differen- 
tielle 

dy __ $(x y} 
(I) S^^TT' 

ou < el ^ sont des polynomes par rapport a y etpar rapport A x, 
et je supposerai le point singulier transcendant renvoy a 1'infini. 
Je chercherai done a Etudier Failure des branches d'mt^grales ( 4 ) 
de liquation (i) lorsque le module de x augmente indfmi- 
ment (-). 



I. Branches d' integrates a crotssance exponentielle. 
Soient/? et q les degrs des polynomes 9 et ^par rapport i 



( 1 ) D'une raanidre g^n^rale, j'entends par brancke d*mt6grale : au sens large, 
une integrate suivie Je long d'un chemm direct (voir p. 45); au sens restremt, 
une mtdgrale suivie le long d'un, chemm rectiligne (en ce cas je d&>ignerai la 
branche d'mte'grale par Texpression . ensemble des caracteristiques issues d'un 
point donnti avec une valeur initiate donnee, voir p. 58). 

( 2 ) C'est M. Borel qui s'est, le premier, syst^matiquement pr^occup^ d'6tudier 
la croissance des fonctions d^finies par les Equations .differ en tie lies [Memoire 
sur les series diver gentes (Ann. sc. de I' fie. Norm, sup , 1899)]. QA LINDKLOF, 
Bull, de la Soc. math, de France, 1899 



40 CHAPITRE II 

Je distinguerai deux cas suivant que p q est egal a i ou different 
de i , et j'exammerai d'abord le premier cas, 

Lorsque p q = i , 1'equation proposee est de la forme 

dy 



les a et b elant des polynomes en x Pour etudier cetle equation, 
il convient encore de distinguer deux cas, suivant que le degre de 
b p est superietir ou egal, ou bien inferieur an degre de a p . Je 
supposerai ici la difference p. des degr^s de b p et a p positive ou 
nulle, et je montrerai qu'en ce cas il y a entre la croissance des inte- 
grales de Pequation (2) et la croissance des fonctions entieres une 
remarquable analogic. JCTailleurs, les integrales de (2) jouissent 
d'une propriete qui nous incite naturellement a les rapj>rocher des 
fonctions entieres : ces integrales ne presenlent aucun infini a dis- 
tance fim'e. En effet, si Ton pose y= 5~% on transforme Tequa- 
tion (2) en 



et la nouvelle equation n'admet d'aulre integrate nullc a distance 
fime que Tint^grale constante s = ^"' = 0. 

Pour Etudier les integrales de (2), nous poserons^ = uv et 



Plagons-nous a Fexterieur d'un cercle contenant leb zeros de a p 

et bp, et faisons vaner x sur un rayon issu de Forigme. Nous pou- 

/> ft ft 

vons ecrire ^ = C H- C ^tant un polynome de degrd [x et E une 

fraction rationnclle de degre n^gatif ou nul. On voit alors que 
lorsque le module \x\ augmente ind^finiment le terme en x^ est 

preponderant dans ~^; pareillement ( { ) le terme en x^ { est pr^- 

/* b 
dx. Soit gxv+ { ce terme : quelque pelit 
** n 



(*) Pour le venfier en toule ngueur, il suffit de se reporter a Pexpression g^- 
n^rale de I'mte'grale de la fraction rationnelle 
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que soil e, on anra a parti r d'une certain? valeur r de x 1'megalite 



On conclut de la que, dans JJL -f~ i angles ayant pour sommet Fori- 
gine et pour amplitude "~< ^ (a etantun nombre arbitrairement 

petit), le module de u augmente indefiniment avec | jc \ , tandis que 
dans [A -+- 1 angles alternant avec les precedents ce module d<crot 
indefiniment. Plac, ons-nous dans 1'un des p. + r premiers angles, 
et supposons que x s'eloigne indefiniment sur un rayon R. On 
peut trouver un nombre posiiif k tel que Ton ait, sur R, a partir 
d'une certame valeur ;' de | x j, 



Cela dit, revenons a liquation (2). Nous avons pos y 
Tenant compte de la valeur de i nous 6cnrons 



Nous allons cliercher une hmite sup^rieure du module | v 1 \ sur le 
rayon R. 

D^signons par <r un nombre sup^neur aux degrds de tous les 
polynomes a et 6, et supposons provisoirement que Ton ait a partir 
d'une certame valeur de | x \ 

(4) lw|>M ff 

Dans ces conditions, lorsque \x\ deviendra tr^s grand, tous les 
termes du d^nommateur de v l s'effaceront devant le dernier. D'ail- 
leurs | a p \ reste sup^rieur ^ un nombre fini non nul. On pourra 
done trouver un nombre positif h tel que Ton ait & partir d'une 
certaine valeur r" de | x \ Pin6galit< 

(5) Module du d^nominateur de v 1 > h\ uPvf>~ l \ 
D'autre parr, quand \x\ esttr^s grand, on a 
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et les modules des polynomes a, b sont tous inferieurs i l^p* 1 . 
On peut done trouver un nombre positif h { tel que Ton ait, a par- 
tir d'une certaine valeur r 1 " de \x , rin^galit^ 

(6) Module du numerateur de v'< /?i | a^- 1 ^- 1 ^^^ 2 1 

Soit alors r c un nombre superieur a ;', / ;/ , r m et tel que, pour 
\oc I "> 7'ii, Ton ait 



-S, lorsque |a;| croit a partir de r , V intgalite ($) eit salii- 
faite sur le rayon R, les inegalites (5) et (6) y seront egaleinent 
satisfaites, de meme que 1'^galit^ ( 3). II en r^sultera que 



Posons | x | = /', et soit *> la valeur que prend v (sur le rayon R) 
au point #' de module r . Nous aurons 



Des lors, si nous choisissons une "valeur initiale VQ satisfaisant 



(7) |oo| 

011 c eslun nombre positif, le module de P, lorsque a? s'&oignera 
sur R, restera compris entre les limites 

--'f* 1 

(8) *<H<|Po|-H 2 - 

Nous avons obtenu cette double inegalitd (8)ensupposantl'ine- 
galit< (4). Or partons du point # avec une valeur initiale P O v <^- 
rifiant I'in^galit^ (7). A fortiori, on aura en # Pingalit6 (4)- 
D'ailleurs, lorsque x s'^loigne sur R ? la dot&le in^galite (8) ne 
peut cesser d'etre v^rifi^e tant que rindgalit^ (4) est elle-m^me 
v&riftee. Mais, r^ciproquement, tant que | v \ est superieur a c, 



CROISSANCE ET ALLURE D'UNK BRANCHE D'lNTEGR\LE. 43 

[ | u | satisfaisant a (3)], on a 



done 1'megalite (4) ne peut cesser d'etre v<rifi<e avant 1'inega- 
lite (8). On en conclut que les megalites (4) et (8) ne cessent, ni 
Tune ni 1'autre, d'etre v^rifiees lorsque x s'cloigne surR. 

La persistance de la double in^gaiite (8) etant ainsi etablie, 
nous pouvons resumer les resultats acquis et formuler les conclu- 
sions suivantes : 

Appelant y une integrate quelconque de 1'^quation (2), nous 
posons 

r ^ 

(9) y*=u9) w = <r rt /' 

et nous consid^rons les [/. + 1 angles, ayant poursomrnetForigine, 
ou Pon a, a partir d'une certaine \aleur de | x \ , 

| u | > c^\ x f^ (k nombre positif independant de &). 

Dans Pun quelconque, A, de ces angles, nous prenons un point 
X Q dont le module est sup^rieur a certains nombres que nous avons 
d^finis; puis, lorsque x s'eloigne ind^finiment dans 1' angle A a 
partir de x, nous consid^rons la branche d'integrale y qui 
prend en # la valeur initiale ^0= ^o w(# )- 

Cela pos^ 7 nous avons d^montr^ que, si LE MODULE DE LA VALEUR 



, 

IJNITIALE ^ EST SUP^RIEUR A C * , LA BRAWCHE D'lNTteRALE (9) 

A, DAKS L 1 A2V(*LK A POUR | X \ > /* ) UW MODULE V^RIFIANT t A DOUBLE 



\ et X { tant des noinbres positifs non nuls, ind^pendants de x. 

Ainsi, il existe une infinite de branches d'int^grales de (a) qui, 
dans les JJL + i angles que nous avons d^finis, se comportent comme 
des exponent! elles. Ces branches ne pr^sentent ? dans les angles 
consid&^s, ni z&ro, ni pdle y ni point singulier. Nous dirons que 
leur croissance est da TYPE KtPONUNTiEL. 

Les resultats que nous venons d'^nonoer supposent, on s'en 
souvient, que le degr6 du polynome b p est sup^rieur ou ^fgal au 
degr du polynome a p ^ en d'autees ternies que [x^o. Si 
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negatif, il serait \ain d'etudier, pour | x \ tres grand, la croissance 
des branches d'mt^grales de (2) : car, en general, ces branches ne 
croitraient pas indefiniment avec [ x \ (du moins lorsque p. < i). 
En revanche, si Ton connait unemtegrale ration nelle Yde liqua- 
tion (2), on pourra parfois ramener le cas [x< o an cas [*>o. Fai- 
sons, en effet, sar Pequation (2) le changement de variable 



L'equation differentielle & laquelle salisfait admet Fmtegrale par- 
Uculi&re C = - EH e est done de la forme 



On en conclut que Pequalion a laquelle satisfait 7^ est une equa- 
tion rationnelle de la forme (2). Si dans cette Equation la diffe- 
rence fx est positive on nulle, nous pouvons appliquer notre theo- 
reme. Nous constatons que, dans les JJL+ i angles d^finis plus 
haul, rint^gi^ale generale se rapproche inddfimment (lorsque \x\ 
va en croissant) de 1'mLegrale rationneile Y. Dans ces angles la 
difference jK Y est comparable a Fexponentielle e~ vlx ^ \ \ f res- 
tant compris entre deux nombres positifs independants de ^r. 



II. Branches d'integrales d. croissance rationnelle. 

Nous allons supposer maintenant que dans liquation difF^rea- 
tielle 



les degr^s p et q des polynomes/? et q ne sont pas hs par la rela- 
tion p 9 = 1. 



A. SOIT, EN PREMIER LIEU, /> - q < I 

cette hypothese, les int^grales de liquation (10) ne pr^sentent au- 
cun mfini a distance finie. En efiet, si Ton pose^ = z~ { , & salis- 
fait a une Equation diff^rentielle dont aucune integrate (except^ 
1'int^grale particuli^re js= o) ne s'annule a distance finie. Je vais 
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de'montrer que, lorsque | x \ augmente indefiniment, une branche 
d 3 integrate quelconque de I' equation (i) croit mains vite qu'une 
puissance finie de \x\. 

Pour donner un sens precis a cet enonce il fautde'finirla nature 
du chemin sur lequel x s'eloigne indefiniment. J'appellerai dore- 
navant chemin dwect (dans le plan de la variable x} tout chemin 
dont la longueur est fime ou qui est transform^, par le changement 
de variable x = I-""', en un chemin de longueur finie. Plus preci- 
sement, si #, x' sont deux points quelconques d'un chemin di- 

. r . arc xx 1 . ,., . N 

rect L, je suppose que le rapport . est injeneiir a un 



nombre donne k qui conseivera une valeur fixe dans tons nos 
calcu/s. 

Cette definition donn^e, appelons a un entier sup^rieur aux 
degrcs de tons les pol^ynomes a et b. Je clis que, LORSQUE x S'LOIGNE 

INB^FINIMEWT SUR UN CHEMIN DIRECT, TOUTE BR VNCHE D^INT^GRALE 
DE(lo) SATISFAIT, A PARTIR o'tlNE CERTVINE VALEUR DE X, A L^INE- 
GALITE 

b Kl^l^ 2 - 

Faisons d'abord une remarque preliminaire : il n'est pas pos- 
sible qu* on ait, a partir d' une certaine valeur de |#|, I'inegaUte 



(it) 



\y | 



(a>o) 



en tout point d'un chemin direct L prolonge i 

En effet, soient^et ^les degrcs (en x) des polynomes b p ela qj 
et soient respectivement b p et a q les coefficients de XP' et ytf dans 
ces polynomes. Quelque petit que soit s, on peut trouver un 
nombre / tel que, pour | x \ > / et | y \ > | x | ff , on ait 



Des lors, si x est ext^rieur au cercle S de rayon / qui a pour 
centre 1'origine, Fin^galite' (u) entraine^ pour une branche quel- 
conque de (10), 



(12) 
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Admettons qu'a partir d'un point x & on ait Pin^galite (i i) tout 
le long (Tun chemin direct L, sur lequel | x \ est croissant. Appe- 
lant x un point quelconque de ce chemin, nous aurons, si 
/-<?'> o, 



C J xP'-tf dat\<k\x \ p '~ q '\ lo - #o \ < k \ 

^nrc r- y 



k etant le nombre fixe qui figure dans la definition des chemins 
directs que nous avons donn^e plus haut. Integrons les deux 
membres de (12) le long de Fare # #j il viendra ( { ) 



(.3) 



D'apr&s nos hypotheses, q p + i est superieur ou gal a i. 
D'autre part, p f q f + i est inferieur a /?' + i , a fortiori a <y + i . 
Done, lorsque \x\ croitra ind^finiment, Pin^galit^ (18) donnera 
certainement, a partir d'une certaine valeur de |#], 

\y\ x j I < I x I > 

quelque petit que soit le nombre positif s. D'ou il faut conclure 
que Thypoth^se selon laquelle 1'inegalite (i i) serait satisfaite, a 
partir de # ? sur tout le chemin L, est une hypoth&se inadmis- 
sible. Quel que soit le nombre positif a, il existe surement sur L 
des points de modules arbitrairement grands ou | y | f | x [o+^+a. 

Cette remarque faite, je d^montre que, sur le chemin direct L 
o& | x | est croissant, il ne saurait y avoir des points x arbitraire- 



( J ) On sait que, si Ton mtgre une fonction f(x] le long d'un chemin L quel- 
conque, on a J'me'galite 



C\f(x)dx\. 
JL 



Je suppose, en e"cnvant I'm^aliLe (i3), que JJL = /? A q' n'est pas e^gal b i 
La demonstration atibsiste d'ailleurs lorsque pi = j, a cela pre&que x 1 ^ x\^ 

est remplace par log 



CROISSANCE ET ALLURE D'lJNE BR4NCHE D'lNTEGIHLE. J7 

ment eloignes ou Ton ait 

04) lrl>l*r 2 - 

Supposons, en effet, qu'il existe de tels points x. D'apr&s la 
remarque pr^cedente, on pourra toujours trouver sur L (si | x \ est 
assez grand) des points x^ tels que r < | X Q \ < | x [, oil Ton aura 

I = I .To I i I a? I^ 1 ^ (o < a < i) 



Parmi ces points, appelons sp^cialement # le dernier rencontre 
avant d'arriver en x (lorsqu'on suit le chemin L en se diri- 
geant vers rinfmi). Nous aurons, en # j \y \ = \x I 04 " 1 **, sur 
1'arc x^x de L, |r|>|^|^ +a . Des lors, Tinegalit^ (i3) sera 
verifi^e, comma plus haut, sur Pare # #- Posant p 1 <?'={* et 
rempla^ant \y \ par sa valeur, on aura 



que 



est 



|^| dpasse un certain nombre, la derniere in^galit^ ^crite est 
incompatible avec Fin^galit^ (i4). On est done conduit a une 
contradiction si Ton suppose Fmgalit6 (i4) v6rifi^e pour des 
valeurs de [x\ arbitrairement grandes. Ce qui d&nontre le th^o- 
reme 



B. Sorr, EJN^ SECOND LIEU, p q>i ou p g^a. Dans cette 
hypothese, les integrates y de liquation (10) ont, en g^n^ral, des 
infinis a distance fmie. On ne peut done plus, lorsque x s'4loigne 
ind^finjment sur un chemin direct quelconque, assigner une limite 
superieure au module de y. N^anmoins, en nous inspirant de la 
tWorie des fonctions m^romorphes, nous obtiendrons quelques 
indications int^ressantes sur la croissance des integrates y. 

Pour etudier ces integrates, j'^tablirai deux lemmes 



naires. 



LEMME L Appelons x t un infini de Vintegrale y, <r un 
entier superieur aux degr&s de tous les polynomes a et b. Je 
dis que, si \ x t \ est suptrieur & un certain nombre r, on peut 
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entourer x t d'un ce?*cle c t jouissant des propnetes suivantes : 

i A Vintirieur et sur le contour de c t , la branche d' inte- 
grate injinie en x t a un module tuperieur a |,r | ff4 ~ i+a , a etant 
un nombre positif ai bitrairement petit; 

2 Sur le contour de <? le me me module est infer leiir & 
\a?\ 0+ ^? 9 (3 etant un nombre posttij compris entre a et i. 

Au voisinage de x^ on a 1'megalite (i i) 
\y\> | a? I*-"-"* 

sur tout arc issu de x t Or nous avonb vu qu'on pent trouver un 
nombre r Lei que, pour | x l \ > /-, C tnegalite (i i ) entraine Vine- 
galite (12). Integrant cette inegahte le long d'un chemin direct, 
nous aurons, puisque q p H- i < o et [jr(^)] <7 ~- p ~ H = o, 



IH-H 



ou j^l^ est la plus grande valeur de | x \P sur le chemin XiX, pi la 
difference des degres p f et cf ^ et s un nombre qui sera arbitraire- 
nient petit si Ton a pris t as^ez grand ('). 

An tour de %i conime centre, Lracons un cercle C L de rayon 



p = | 



a! etant un nombre positif inf&rieur a i. L'exposant de |^,| dans 
Texpression de o sera n^gatif^ puisque |u|<cr, p q i>i. 
Done le rayon de C L tendra vers zero avec | x t I" 1 . 

D 7 ailleurs, si \x t \ est assez grand, nous aurons, en tout point 
du chemm x t x int6neur a c les inegalites ( 2 ) 



1 1 x - ar, | < | j? - x t \ (\ x, \ 



(*) Ko/ p 46, note 

( 3 ) Ces m^gaht^s s'obtiennent aisdment D'une manidre g^u^rale, posoos 



l)^ 
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ou Ton devra preiidre les signes superieurs ou les signes inferieurs 
suivant que [x>o ou p < i; et, d'autre part, etant donnee la 
valeur de p en fonction de x^ on peut (quel que soil le nombre 
positif a"< a') prendre r assez grand pour que Ton ait, lorsque 

|^i|>^ 

(i-j- sk) (p q 
(i tk) (p ^r _ 

Interpr^tons alors Tmegahte (i5) en supposant r ainsi d<*ter- 
min^. Un calcul facile nous montrera que Ton a, en tout point 
de d 



(16) | y \-(p-g-i) <; | 

et, sur le contour de c z , 

| y |-(p-gr-l)> | & 

Si Ton a pris a, a 7 , a" assez petits pour que 



on conclura de ces deux derm&res in^galit^s que le cercle c t satis- 
fait bien aux conditions poshes par P^nonc^ du lemme. 

Or, remontons le fil de notre demonstration. Nous venons 
d'^tablir que, lorsque x s'loigi\e de Xi dans c z) aussi longtemps 
que Fin^galit^ (n) est v^rifi^e, il en est de mme des in^ga- 
lit^s (t5), (16), (17). Je dis qu'aucune de ces in^galit^s ne peut 
cesser d'etre v^rifi^e dans c z . En effet, supposons que Pin^ga- 
)it^ (n), satisfaite sur Pare x t x* r , cesse de Ptre au point yf\ sur 
Pare &iX f ) on aura Pin^gaht6 (16), laquelle entraine, a fortiori, 



to 6tant uo angle r^el. Done, si |a?,| est assez grand, le module du second membre 
sera stirement compris entre les Ii miles 



et, a fortiori, en ire les hmites 



d'oti Ton d^duira les m^galit^s Rentes 
B. 
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l'ingalit (n); done celte derniere est necessairement satisfaite 
sur un arc plus grand que XiX r . Le premier lemme est done corn- 
pletement dinontr. 

Nous avons suppose, tout a I'heure, la valeur initiale y(xC) 
infinie. On voit sans peine que eette hypothese n'est pas indispen- 
sable, il suffirait de modifier iegerement les formules Writes pour 
appliquer la demonstration precedente au cas ou, au point x t , on 
a beulement Fm^galite 



(18) 

Je puis done finoncer le lemme sunanl : 

LEMME II. Soit line branche d j integrate y qui satis/ait 
en un point x\ & i'inegalite (18). St \x(\ est superieur d un 
certain nombre r, on pent entourer x\ d'un cercle c' t de rayon 

p = | a?; |-H-I-K"(/I-^I)-K, ( y! < p a), 



^ Vmtdrieiu duquel \y\ est superieur a \ x |^<+, et sur le 
contour duquel \y \ est infeneur & \ x | 5+l ^ (a < p < y). 



On en conclul de la que la branche y devient n^cessairement 
infinie a Tint^rieur de c' r En effet, lorsque \y\ croit depuis 
| } (a?i)| jusqu'a Finfim, le point a?, variant a partir de x'^ ne peut 
sortir de cj; il d^crit un chemm I aboutissant en un point x t mte- 
rieur a c\. Tragons le cercle C L relatif a ce point x t (en appliquant 
le premier lemme). Le chemm I sera tout entier con ten u dans c*. 
Done x\ est^i Pinterieur de c t . 

De ces divers r^sultats nous deduirons le th^oreme suivant : 

Soit x un point quelconque exterieur aitx cercles c z decrits 
autour des infinis x t d'une b/anche d' integrate y. Pourvu que 
\x\ depasse un certain nombre fini /, la branche d* integrate 
consider ee satisfait & I'inegalite 



En effet, d'apres le second lemme, tout point x\ 011 cette in^ga- 
lite n'est pas satisfaite est int&rieur ^ un cercle c z . 

Quelle esL la port<5e du th^oreme que nous venons d'^noncer? 
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11 est clair que ce th^oreme ne nous int^ressera qu'autant qu'il 
existera des points x ext^rieurs a tous les cercles c t . Nous sommes 
ainsj conduits a ^tudier plus en detail les cercles c t et leur distri- 
bution. 

En premier lieu, je dis que la branche d' integrate qui est 
infinie en x t ne presente pas, a V inter ieur de c t , d'autre infini 
que Xi. 

Pour le d^montrer en toute rigueur, nous introduirons dans 
Pequation (ro) un parametre variable p. ( conformement a la me'- 
thode expos^e au Chap. I, V). 

Consid^rons 1'equation 



et faisons varier JJL de o a i. D'apres notre premier lemme ( 1 ), la 
branche d'int^grale y^ de (19) qui est infinie en x l satisfait (quel 
que soit [/,) & 1'in^galit^ (16) dans c t et a Finegalit^ (17) sur le 
contour de c t . D'ailleurs, aucun point de c t ou y^ est fini ne peut 
tre critique pour cette inl^grale. En effet, nous supposons r assez 
grand (p. 45) pour que ( x \ > r et \y | > | x^ entrainent 



^Ij) dp 

Done Pintgrale y^ satisfait a cette in6galit dans c t . Des lors, 
I'int&ieur de c 2 , Q(#, y^} ne saurait s'annuler pour aucune valeur 
finie de y^. 

Nous concluons de la que les th^oremes du Chapitre I ( V) 
sont applicables a Pinlrieur et sur le contour de c t . Si, pour une 
valeur p d^ p, y^ n 7 a qu'un infini dans c^ elle n'en aura encore 
qu'un pour les valeurs de p voisines de (JL O . Or, nous savons que, 
lorsque p est aul, Pint^grale y^ n ? a dans a qu'un infini Xi\ sup- 
posons que, pour p = i, elle en ait plusieurs; alors, il devra 
exister des valeurs p/ de p.(o < | p A | < i) pour lesquelles y^ aura 
un ou plusieurs infinis sur le contour de c z ; mais, d'apr&s Pin^- 



( ! ) La valeur que nous avons assignee au rayon p de c, ne depend que des 
exposants j0, q, p', q\ ff; elle esl done md^pendante de JJL. 
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galite (17), cette circonstance ne peut se presenter; done Phypo- 
these faite est inadmissible. 

D'ailleurs, d'apres ce que nous venons de dire, la branche 
d'integrale infinie en x l ne presente aucun point critique 
dans c /? sauf peut-&lre au point x, lui-inSme. Le point x l sera 
critique si p q ^ 3 ; il permutera p^q i determinations. 

Des proprietes des cercles C L que pouvons-nous conclure rela- 
tivement a leur distribution dans le plan de la variable #? 

Si r integrate y qui est infinie aux points x { , # 2 , . . ., x t , . . . 
etait une fonction wuforme dex, nous pourr ions affirmer que 
les cercles c t relatijs aux points x t seraient tous exteneurs les 
uns aux autres (du moins pour | x t \ > /). 

Appelons en effet a, nn nombre positif mfeneur au nombre a 
qui figure dans Fdnonc^ du premier lemme, et apphquons de nou- 
veau ce lemme, en remplagant a par a <3 {3 par a : on peutentourer 
le point x t d'un cercle c[ tel que Ton ait, dans ce cercle, 
| y | > | # | <rH+a , et sur son contour | y\ < | x ^ 1+a . Le cercle c' t 
est concentrique au cercle c/, niais de rayon plus grand; conimec* 5 
il ne contient d'autre mfinj de y que le point a?,. Des lors, si le 
cercle Cj relatif a Xj coupait le cercle c il couperait mScessai- 
rement le contour de c(. II y aurait done un arc de c( inteneur 
a Cj sur lequel on devrait avoir (premier lemme) 

\y\>\B\ tJ +*+*, 

ce qui n'esl pas possible, d'apr^s la definition de c[ : on enconclut 
que les cercles C L et c y ne se coupent pas. 

Les choses se passent autrement lorsque Pmt^grale y esi une 
fonction multiforme; il peut arriver alors que toute valeur de x 
soit interieure a un ou plusieurs cercles c t . Mais nous pourrons 
n^anmoins ramener ce cas au precedent, a condition de faire 
varier x non plus sur un plan, niais sur une surface de Riemann. 

J'ai rappele (p. 3i) qu'on peut toujours regardery comnie fonc- 
tion umforme d'un point mobile sur une surface de Riemann, 
surface form^e de feuillets superposes sur lesquels on a trace 
uncertain nombre de fentes (coupures) et que relieat entre eux 
des lignes de croisement menses suivant certaines coupures. 

Si/? <3 les points X L sont, nous I'avons dit, des points 
ordinaires de y : on peut alors disposer des coupures de maniere 
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qu'elles ne p&ietrent pas dans les cercles c t . Si p q >3, 
p q i determinations se permntent autour de x t \ la surface 
de Riemann a, par suite, au voisinage de x^ p q i feuillets 
relics entre eux par des lignes de croisement issues de x t ; d'ail- 
leurs, nous pouvons toujours disposer de ces iignes de croisement 
de mani&re qu'au voisinage de x t elles coincident avec un meme 
rayon du cercle c t . Dans Pun ou Pautre de ces deux cas, le raison- 
nement de la page pr6cdente est applicable a la surface de Rie- 
mann. 11 tabht que, sur cette surface, les cercles d relatifs aux 
points x t sont tous exterieurs les uns aux autres (du moins pour 

l*'l >r )'.. 

Nous voici maintenant en ^tat de tirer de la proposition de la 

page 5o toutes les consequences qu'elle comporte. 

Etant donn^e une branche d'mtegrale quelconque de liqua- 
tion (10), regardons-la comme fonction uniforme d ; un point 
variable sur une surface de Riemann. SUR CETTE SURFACE IL EST 

TOUJOURS POSSIBLE DE TRACER DES CHEMINS DIRECTS S*ELOIGNANT IN- 
DEFIWIMENT ET NE PENETRANT DANS AUCUN CERCLE C t [il Suffit (*) 

de faire passer les chemins entre les cercles C L ~\] EN TOUT POINT DE 

CES CHEMINS, ON A, A PARTIR D'UNE CERTAINE VALEUR DE | X [, L ? INE- 
GAL1TE 



ou o* d^signe un entier suprieur aux degr^s de tous les coeffi- 
cients a et b de liquation (10). La propriety demontr^e sur la 
surface de Riemann, subsiste d'ailleurs, bien entendu, si I'on 
regarde les chemins consid^r^s comme des chemins plans. 

Enquoice rdsultatdistingue-t-il l'equation(io) de liquation (2) 
^tudi^e au paragraphe precedent? Nous avons obtenu des int- 
grales de (a) qui croissent plus vite qu'une certaine exponen- 
tielle c^ 1 r|ft+1 (si JJL>O) quand x s'dloigne ind^finiment dans certains 
angles A [d'ailleurs le rapport de Faire to tale des angles A a 1'aire 
d'un demi-plan est un nombre (i a) arbitrairement voisin de i] ; 
c'est pourquoi nous ^tions convenus de dire que la croissance des 



( l ) On partira d'une droite et Ton remplacera tout segment iDteneur & un 
ceicle c t par le plus petit arc de c t qui sous-tend ce segment Le c he mi a ainsi 
obtenu sera surement direct 
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integrates de (2) est du type exponentiel. Au contraire, nous 
constatons que les integrates de (10) croissent moms vite qu'une 
puissance imie de \x\ lorsque x s'^loigne indefmirnent Mir an 
chemin, qm est assujetti (si/? 5^2) a ne pas pthietrer dans 
certains cercles c t ] d'ailleurs, lorsque les cerclesc, sont mfinimenl 
eloign^s, leurs rayons deviennent mfiniment petits, et il serait 
facile de d^montrer que le rapport de 1'aire totale des cercles c t 
a Paire de la surface de Riemann sur laquelle ils sont traces est 
egal a o. C'est pourquoi nous conviendrons de dire que la crois- 
sance des integrates de (10) est du TYPE RAXIONNEL. 
"""Nous obtenons ainsi une premiere indication sur les integrates 
<le 1'equation (10); mais c'est une indication bien vague encore. 
Ainsi, nous avons trouve une limHe supeneure (') du module 
cfeT/, mais pas de hmite inf^rieure. II y aurait done lieu de pour- 
suivre 1'etude que nous venons d'^baucher, et peut~tre convien- 
drait-il, pour la pousser plus avant, de particulariser le probl^me. 
On ferait certainement ceuvre utile en entreprenant une s^rie 
d'etudes monographiques sur Failure des integrates des divers 
types simples d'equations (i). On obtiendrait amsi de pr6cieux 
renseignements sur la nature des fonctions qui satisfont a ces 
equations et sur les complications qui s'introduisent lorsqu'on 
&&ve les degres des coefficients. C'est ce dont nous allons nous 
rendre compte en traitant ici mme quelques-uns des cas les pins 
simples. 



lit. V equation y'-}- A H- A 4< y + A 2 y 2 + 3 3 ~ o 
Premier exemple. 



Consideirons liquation 

(20) y- 



( l ) C'est dans le cas ou les branches d'mte'grales y augmentent ind^iimnoent 
(quanda; s'^loigne vers 1'infmi sur cerUins chemins directs) qu ; il est inte'ressant 
de connaltre une hmile sup&rieure de \y\ Si les branches y, au lieu de tendre 
vers rmfini, tendaient vers une valeur fime A, on pourrait leur apphquer les 
r^sultats des pages pre"ce"denles, & condition de faire le changement de va- 

riable y A =y- 1 . On verrait alors que ^r- croit moms vite que | x^+*. 
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ou les A sont des polynomes en x* Pour etudier en detail la crois- 
sance des integrates de cette equation, il y aurait lieu de distmguer 
un grand nombre de cas et de sous-cas : 

1. Supposons d'abord que A = A!~O, et soient ?n 2 et m$ les 
degr^s des polynomes A 2 et A 3 . Les integrates de liquation 



(21) y+ A 2 ^ 2 -f- A 3 ^ 3 = o 

on de F equation transformed 

y = z-i, ^ = A 2 .3 -H A 3 

sont, au point de vue de la croissance ? du type rationnel. Admettons 
a priori (ce qu'il faudra ensuite verifier) que les integrates z 
deviennent infinies comme une puissance d^termmec # T de 5, et 
cherchons quelle devra tre, dans cette hypoth^se, la valeur de T. 
Les termes zz 1 ', A 2 ^, A 8 deviendront respectivement infims comme 
^? 2T " { j x m ^^ x m ** Puisque ces termes doivent se detruire, il faut 
que deux des trois quantit^s 27 i, m 2 + T, m^ soient ^gales 
entre elles et superieures ou egales a la troisieme. D'oii les cas 
suivants : 



1. 2T i = 77i s > /7i 2 -+- T. Ge cas se presentera si 

Ges cas se presenteront si m 9 < 2 m$ H- i . 



3. 

4. 2 T i = m% = ?2 H- T. Ge cas se presenters si ?n^ = 2 m% -+- 1 . 

II y aura lieu, si 1'on entreprend une e'tude complete de liqua- 
tion (21), de considerer separ^ment ces difl'^rents cas et peut~6tre 
de les subdiviser. 



II. Supposons en second lieu que A =o ? AI^O. Le 
de A 4 ^tant positif ou nul, les integrates de liquation transform^e 



seront du type exponentiel. On pourra leur appliquer les resultats 
obtenus au premier paragraphe de ce Chapitre. 

III. Supposons enfin que A rie soil pas identiquement nul. Les 
integrales de (20) seront alors du type rationnel. Mais il est a 
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pr^voir que la croissance de ces integrates offrira plus de compli- 
cations que celle des integrates de liquation (21). Les circon- 
stances les plus diverses pourront se presenter dans ce cas. 

La discussion complete dela croissance des integrates de liqua- 
tion (20) serait, on le voit, longue et laborieuse. Je me bornerai a 
Petude de liquation (21), en supposant d'abord m 3 >2/n 2 +i, 
puis m 3 <! 2tf2 2 -h ) . Je vais calculer, dans ces deux cas, non plus 
settlement une limite supeneure, mais une valeur approchee 
des branches d'integrales en un point quelconque du plan 
des x. 

PREMIER EXEMPLE. A /lure des branches d' integrates de 
^equation 



( 22 ) ZZ* = Aj3 H- A 



lorsque les degres m* et m 3 de A 2 et A 3 satisfont fc I'inegahle 
i, c } est-&-dire m$^. 2 



Posant ^ = y/^, nous pouvons encore ecrire 1'dquation (22) 
sous la forme 



Nous tracerons autour de Porigme un cercle S ayant un grand 
rayon / (la valeur de /* sera determm^e par diverses conditions 
nonces au cours de la demonstration), et nous consid^rerons 
une branche d'int^grale z qui admette pour point critique un 
point x { de module sup^rieur a r. 

Sort s le coefficient de x m * dans A. 8 . Nous choisirons / de maniere 
2 

que Ton ait, lorsque \x |J> r, 

s /7i, e 

(24) """ "" 



et, lorsque | x \ < r 

(25) 



e etant un nombre qui sera arbitrairement petit avec - Suivons 
alors & partirde x { . 
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1. A.U point x\ , 5 = ^ est nul. A partir de 3^ , faisons crottre 
jc indefimment sur un chemm direct L. Tant que Pen a sur L 
1'inegalite 

(26) 

on a, d'apres (28) et (24), 



et par suite, en integrant, 

(27) 



k etant le nombre fini qui figure dans la de"nnition des chemins 
directs (p. 45). 11 est clair que, si Ton a pris assez grand le 
rayon r de S, Fm^galite (27) entrainera /or!;or&Tine"galile" (26), 
quelque grand que soit|a?|. Un raisonnement auquel nous avons 
d^ja eu deux fois recours (') prouve alors que Fine"galite* (27) ne 
c-esse pas d'etre satisfaite lorsque x s'^loigne inde"finiment sur le 
chemin L. 

2. Faisons maintenant decrottre x a partir de x\ sur un chemin 
direct L inte'rieur au cercle S qui a pour centre 1'origme et pour 
rayon | x [. Tant que Ton a sur L rine*galit 



ou a 



et, en integrant, 

/ 

X 7n ^'^~^ \ 
1 / 



Or, si 7 1 est assez grand, Tine'galit^ (29) entraine a fortiori 
Fmegalite" (28) lorsque \x\ >/. On en conclut que rin^galite" (29) 
ne cesse pas d'etre ve"rifie"e sur le chemin L, a Tint^rieur de S. 

( l ) Voir p 42 et 49- 
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Nous interprterons les deux in^galites (28) et (29) en enon- 
gantla proposition suivante : 

Quelque petit que soit S 3 on peuL trouver un nombre r telque 
la branche d'integrale , qui s'annule en un point critique &i 
de module superieur & r, soit donnee sur tout chemin direct 
croissant issu de x\ par i'egalitd 



et sur tout chemin inteneur d, 2 par I'egalitd (' ) 
(3:) = 



TJ1 3 ~T~ I 



3. Les galit6s (So) et (3i) nous donnent, pour toute valeur 
de x, une valeur approchee de la branche d'inlggrale ^ de (28). 

Pour caractenser cette branche avec precision, nous allons 
encore nous demander ou elle pr^sente des points critiques pou- 
vanl la permuter avec d'autres branches. 

Je d^signerai dor^navant par le motcaraclerisrique une branche 
d'intgrale suivie, a partir d'un point et d'une valeur miliale 
donnee, le long d'un chemin rectiligne. Partons, par exemple, du 
point ^: avec la valeur 0=^ d^finie tout & Theure et suivoiib 
Fir^tegrale % le long d'une droite issue de JT O . Lorsque cette droile 
Lourne autour de ^? et balaye le plan des x, nous obtenons ce 
que j'appellerai I* ensemble des caract&nstiques issues dex Q avec 
la valeur initiale Co* Demandons-nous combien nous rencontre- 
rons de points critiques sur cet ensemble de caract^nstiques. 

En tout point critique, est nul. Or, il r^sulte des ^gaht^s (3o) 
et (3i) que les caract^ristiques % ne sauraient s'annuler qu'au voi- 
sinage des (m$-\- 1) racines de ['equation alg^brique 



Soit Hi Tune de ces racines. Entourons-la d'un cercle c de 
rayon p = | x^ p"P, p ^tant un nombre positif quelconque inferieur 



( J ) D'apr^s cette dgalite, la valeur de la branche L a Torigine croit md^fmi- 
ment lorsque ay l tend vers I'm dm. 
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a {. Je dis que, dans le cercle c, V ensemble des caracteristiques 
considerees presente an point critique et un seuL 

En effet, pour | x #, | = p, on a ( ' ) (si r est assez grand) 



limite supe"rieure qui (d'apres la valeur de p) sera elle-me'me supe*- 
rieure a (m*-\-i)\Xi ["v^-p-a', ou e' est arbitrairement petit si \x { \ 
est assez grand. D'autre part, la branche d'mte"grale que je con- 
sidere satisfait, dans c, a IWgalite (3o) ou (3i); pour obtenir sa 
valeur sur le contour de c, je n'ai qu' partir de x\ et & me rendre 
en ligne droite a ce contour. En tout point du chemin ainsi suivi, 

I x 1 reste compris entre ^^ et ! ^ : il resulte alors de (27) 

et (29) que les y et y 7 des egahtes (3o) et (3i) ont des modules 

_i^ c / r \ 

mfe*neurs ^ I x\ \ 2 . On en conclura ( puisque B< - ) que, si r 

I i | \JT 1 2 / 

est assez grand, les termes en y et V sont neghgeables dans (3o) 
et (3i) sur le contour de c\ par consequent, satisfait sur ce con- 
tour a l'ine*galite 



et ne pent s'j annuler. 

Le re"sultat que nous obtenons ainsi en ^tudiant 1'equation (23), 
nous 1'aurions aussi bien oblenu si nous avions consider^ 1'equa- 
tion 



ou u a une valeur quelconque comprise entre o et i. Or, 
pour p. =; o, Fmt^grale s q^i prend en A? O la valeur a un x6ro et 
un seul ^L Tint^rieur de c. On en de*duil (en raisonnant comme 
a la page 5i) qu'il en est encore ainsi pour JJL = i. c. Q. F. D. 

D'ou cette conclusion : I'ensemble des caracteristiques issues 
de # wee la valeur presente m z + i points critiques, 
%i, ..., ^?/77 a +j3 respectivement voisins (d ? autant plus voisins que le 
module initial | 1 est plus grand) des ratines de r equation 

D Of plus haut, page 48, note 2. 
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^s+t = #' M . Supposons que nous menions des coupures joi- 
gnant a 1'mfini les points x^ . . ., & ms +i - si nous assujettissons x 
a ne pas franchir ces coupures, 1'ensemble des caracteristiques 
consid&rees constitue une branche d 'inte grale uniforme dans 
tout le plan. Nous avons calculi une valeur approehee d'une telle 
tranche en lout point du plan; nous avons determine le nombre 
et la situation approximative de ses points critiques : il restera 
a examiner par quel mecanisme on peut de cette branche deduire 
successivement toutes les autres branches d'une mme integrale. 
C'est la une question dont nous nous occuperons ulteneurement. 



IV. Deuxieme example. 
Allure des branches d' integrates de I' equation 



lorsque les degres m 2 et m% de A 2 et A^ satisfont d Vintga- 
lite m$ < a m 2 -h i on m$ 



Posant 



nous pouvons ^crire liquation (22) sous la forme 

' 



ou P est de degr6 m*>-{- T. Soient, respectivement, a& m * et 
les termes de plus haut deg*r6 dans les polynomes A 3 et P. La va- 
leur des coefficients a et b ^tant sans influence surles calculs que 
nous allons faire, je supposerai, pour simplifier 1'^criture, que 
a = b = i. 

Gonsid^rons un cercle S de centre o dont le rayon r sera d6ter- 
min^ par diverses conditions poshes an coufs de la demonstration. 
Nous allons tudier la branche d 3 integrale 9 qui, en un point 
do/me x$ extdrieur d S, prend une valeur initiate que je ddsi- 
gnerai par Ov*-* et que je supposerai plus grande que 2/**vH . 

Nous choisirons r assez grand pour que Ton ait, en tout point x 
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ext^rieur a S, 



_ - 

<7- * | #!'-", |A 3 ari|<r 2 | a? | 

et, a Fint&rieur de S, 

| P |< (I-H r"^) /+*, | AS [< (i -+ r~ 2") r*s. 
Suivons alors 9 a partir de # . 

d. En premier lieu, je considererai la branche 9 & Vinterieur 
d'un cercle ayant pour centre I'origme et pour rayon 



Liquation alg^trique 



a /n 2 H-i racines qui, si r est assez grand, sont respecthemenl 
tres voi sines des m^ + i z^ros de x m *+ { + C /w a +i . Entourons chacun 



_ 

de ces z^ros d'un cercle c de rayon p = 2/* T |C|. A Fext&rieur des 
cercles c et de S, on aura (quand r sera assez grand) 

| p _+_ Qmf+l j > | afMft-i +. Cnift-l | _ 7 -""2 | ^ |/ 

et(') 

G | p)a+i 

_ 1 / 1 \ / 

HI ar V 



D'autre part, ^? ^tant int^rieur k S, 



2 x m a -hl r -"S | Q |/ 



On conclut ais^ment de la que Ton peut toujours prendre 
r assez grand pour que Ton ait, lorsque x est compris entre S et S 
el ext6rieur aux cercles c, 

(33) | P + G^^i \>r~$\ 



- page 48, note a 
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D'ailleurs, cette in^galite (33") continue a tre v^rifiee lorsque x 
penetre dans S, puisque, dans S, 



| Oa-Hl | | P | 

Cela pose, suivons, a partir de # , un chemin direct L 
a S el ext^rieur aux c. Tant que Ton aura sur ce chemm 

(34 ) | 6 (a?) 

on aura, d'apres (3a), 

ia'| 



I P -h O^i | | C 
et, en integrant de ^z? a x, 



-" 4 



4 - , 



I A. 3 ^tant la plus grande valeur prise par | A 3 1 sur L, et k 
le nombre fini qui figure dans la definition des chemins di- 
rects (p. 45). Or, si Ton se reporte aux ingaliles auxquelles 
satisfait A 3 et a la valeur du rayon de S, on voit que 



A 3 < 
on aura done, puisque 7w 3 ^ 

f "{")/ 1 27K t -hl 

(35) | 6 (ar) ~ C^-^ [ < 2 U "*" ^ , ; r l *( m >+V\C\,. 

i r T 

Gette in^galite est satisfaite sur le chemin L tant que Tin^ga- 
lit^ (34) est elle-m^me satisfaite. Or, si r est assez grand, 
(35) entraine a fortiori (34). On en conclul que les deux in^ga- 
lit^s ne cessent pas d'etre v^riftees sur L. Nous pouvons done 
6noncer la proposition suivante : 

Soit une tranche d'int^grale z de liquation (22) qui, en un 
point # de module sup^rieur a r, prend une valeur initiale 
Z Q = P(o: )4-6 belle que |8 ji>ar m * +1 . On pent choisir r assez 
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grand pour que, le long d'un chemin direct qitelconque inte- 
rieur a S et extei ieur aua cercles c, la branche z soil donnee 
par I'egattte (i) : 

(36) z = P(a?) -4- (n- Y)I | Y | < ^~ T - 

2. Considerons main tenant la branche s a 1'exterzeur du cercle 2. 
Nous paitirons d'un point x { du contour de S, ou 9 prend la va- 
leur 8, , Comme z satisfait en x\ a I'm^galite (36), 1 6 4 1 est infeneur 
a 2 1 6 1 = 2 1 C l^a+i . D'ailleurs, pour ^? ext^rieur ^ S, on a 

\. 

'JL 

Jors, si Ton pose 



on aura, au point x^ 

| P -h | > (i r"^) | a? |rM I 8 I >(i a) I a? | 



Cela dit, suivons, ^ partir de ^?i, un chemin direct L s'^loignant 
indefiniment. Tant que Ton a sur ce chemin 

(3 7 ) |6|<27~^| 

on aura, d'apres (3a), 




d'ou, en integrant et nous rappelant que /^3 = 

(38) IB-etK^'^a l g l^ 

Cette m^galit^ entraine a fortiori (pour ^ ext^rieur i S et si r 
est assez grand) I'ingalit6 (87). 11 en r^sulte qu'elle ne peut pas 
cesser d^tre satisfaite lorsque x s'^loigne indefiniment sur le 
chemin L. 

On conclura de 1& que, lorsque x s'ttoigne indefiniment sur 
un chemin direct, la branche d* integrate z est donnee par 
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l y egalite 

(3 9 ) * = (i-+- r )P(#)H-6, 

ou Ton a 

IrKM"*, 

si r est assez grand. 

En r^surn^, les formules (36) et (3g) donnent (*), sur tout che- 
min direct croissant ou d^croissant et ext^rieur aux cercles c, une 
valeur approch^e de la branche d'integrale z issue de x^ avec la 
valeur initiale Pn-6 . La branche consid^ree ne peut presenter 
des points critiques qu'a Tint^rieur des cercles c. 



( x ) Le module de la branche cPinte'grale z devient infini (avec |o?|) comme 
| x | m a +l Nous nous trouvons done en presence du iroisieme des qualre cas dis- 
tmgue & la page 55, savoir . 27 i = m 3 -h r > m^ Quand done se pre"sentera 
le quatrieme cas (T^J-HT: = 7n 3 >2r i) qui, coname le troisieme, doit se ren- 
contrer pour m 3 < 2/Wj-hi^ En poursuivant 1'dtude de liquation (22), on r^- 
pondrait sans peine a cette question. Conside'rons la droite joignant a I'mfini un 
point critique a?,, et suivons sur cette droite les deux caracte>istiques issues 
de x i avec la valeur critique o De ces deux caracte"nstiques s 1'une seulement 
devient infinie comme | a? \ m *+ l c'est de celle-U que nous venons d^tudier la 
croissance Si nous vouhons 6tre complets, nous devrions encore e"tudier la se- 
conde caract6ristique et nous nous trouvenons alois en presence du quatneme 
cas 



CHAPITRE ffl. 

CLASSIFICATION DES POINTS SINGULIERS TR\NSCENDANTS 



JNous avons deja etabli des distinctions entre les points singuliers 
de liquation 



( 



dy 
dx 



ou P et Q sont des polynomes en jr. Parmi ces points singuliers, 
les uns sont algebriques et mobiles [c'est-a-dire varient avec la 
valeur initiate y Q que prend une integrate quelconque de liqua- 
tion (i) en un point a? ], les autres sont fixes et, en g&&al, 
transcendants, C'est sur ces derniers points que nous allons, dans 
ce Chapitre, fixer notre attention. 

Les points singuliers transcendants sont, pour M. Painlev, de 
deux sortes : ou bien la fonction qui pr^sente en un point X une 
singularity transcendante devientind6termme lorsque la variable x 
tend vers X sur un chemin quelconque; ou bien cette fonction 
tend vers une valeur d^termmese Y. Dans le premier cas, le point X 

est dit point singulier essenliel : tel est le point x = o pour la 

i 

fonction e*. Dans le second cas, le point smgulier estappel^ point 
transcendant or dinaire : example, Torigine pour la fonction log^r, 
qui, en ce point, a une valeur d^terminde ^gale ^ Finfini ( * ). 

Nous allons nous placer ici & un autre point de vue, et donner 
des points transcendants une classification un peu diflferente. 

Nous savons qu'au voisinage d'un point singulier transcendant X 
il s'op&re, en gnral, une infinite de permutations. Voici, d'une 
fa^on precise, ce qu'il faut entendre par U. Consid^rons un 



( l ) Au sujet de ces definitions, on consultera avec profit la Notice sur les 
travaux sci&itifiques de M. Pamlev6 Gauthier-Villats, 1900- 

B. 5 
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point He voism de X et Fensemble des valeurs y que prend au 
point ~x la fonction y(x). Soit, d'autre part, y un cercle de rayon 
arbitrairement petit enjpurant le point X et #a une droite (ou 
ligne) joignanl ~x a an point du contour y. Nous supposerons 
que x d^crive un lacet L amsi compose : le segment a?a, puis un 
chemin ferme quelconque mt^neur a y, puis le segment ax. Si, 
partant avec une valeur initiate y< (prise dans Fensembley) et 
decrivant tous les lacets L possibles, nous revenons avec diverses 
valeurs J^, "y^ ? nous dirons que Fensemble des valeurs y^ y^ 
3/ 3j , . . (ensemble partiel de Fensemble y) se permutent a 1'inte- 
rieur de y. Au cas ou, quelque petit que soit le cercle y, il exibte 
un ensemble partiel infini de valeurs y se permutant dans y, nous 
dirons qu'une infinite de determinations se permutent au votsi- 
nage de La singulante X. 

Cela etant, on pent chercher a classer les points smguliers 
transcendants d'apres les propri^s, plus ou moins comphqu^es, 
des systemes de permutations qui s'operent en leur voisinage; on 
s'efforcera, dans chaque cas, de mettre a nu le mecanisme suivant 
lequel une infinite de determinations y s'^changent entre elles 
lorsque x d6crit tous les lacets L imagmables. C 7 est une classifi- 
cation de cette nature qui sera tent^e dans ceChapitre. Ici encore, 
force m'est de me contenter d'un apergu : je signalerai seulement 
quelques cas simples que j'illustrerai par des exemples. 

I. _ Points directement et indirectement critiques. 

Quelques remarques pr^liminaires sont ici n^cessaires. 

Un point transcendant isol^ X peut tre dtrectement critique 
ou indirectement critique; il peut aussi ^tre a la fois directement 
et indii ectement critique. 

Pour di&tinguer ces cas, rappelons-nous qu'un lacet L quel- 
conque peut ^tre dcompos en une somme de Lacets &l6men- 
taires ( { ) successifs, formes, chacun, d'un chemin issu de x par- 

<*) Les lacets 61&nentaires seront toujours supposes ne pas s'enrouler une 
infinite de fois autour du point X; 
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couru deux fois, et cPune boucle infiniment petite dcrite autour 
d'un point critique unique. 

Supposons alors qu'il existe en x une infinite de determina- 
tions y { , j^ 2 , . . . qui s'echangent entre elles le long d'un lacet 616- 
mentaire decrit autour du point X proprement dit : en ce cas nous 
regarderons ce point comme directement critique. Ainsi Porigine 
est un point transcendant directement critique pour la fonc- 
tion log#, et, lorsque X est irrationnel, pour la fonction a?\ 

Supposons mamtenant qu'une infinite de determinations de la 
fonction s'dchangent entre elles lorsqu'on d^crit unes^rie delacets 
^tementaires, non plus autour du point X lui-mme, mais autour 
d'un ensemble de points convergeant (*) vers X : nous dirons 
alors que X est un point transcendant indirectement critique. 

Afin d'^clairer tout de suite cette definition par un exemple, 
considerons liquation diflP^rentielle 

//"* 
(2) a^^^a^H-p*. 

Pour integrer cette equation, ilsuffitde poser x = xw. Soientpp, 
et (v% les deux racines de aw^-h^w-f-a^o. Nous aurons 

dw . 



et un calcul facile nous donnera 1'intdgrale g^n^rale 

i 1 

= a?w>, Ga7 = (w v,)^i(w ^2)^* (C = const, arbitrairej, 

ou 



> X 2 = 2 H -- - 



Si Ton remarque que Wi-t-w 2 =. - on voit que X< et X 2 sont 

i^s par la relation 

i i 

r -- h Y~ = I. 
Aj AS 



( l ) Les points critiques qui convergent vers X sont des points critiques alg- 
'briques, puisque nous avoas suppose que la singularity transcendaate X tait 
isolee. 
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Des lors, Fmtegrale generale de liquation (2) se laisse mettre 
sous la forme 



(3) 



Nous allons supposer que ^ et A 2 sont des nombres complexes 
(quelconques) dont la partie reelle est negative. II en est alors de 

de ^> -r : n ous admettrons, pour fixer les idees, que la 

reelle <&()H) est inferieure a ^(X 2 ) et, par suite, a - 

2 

D'apres I'galit6 (3), 1'integrale z de Tequation (2) prend a Tori- 
gine un ensemble infim de valeurs finies pour lesquelles w est 
infim, savoir less valeurs 

115 iLZE 

.., C- 1 ^ ^i, G-, G-'c^, .... 

Les branches d'inl^grales correspondant a ces diverses d^ ter- 
minations sont d'ailleurs toutes holomorphes a 1'ongine, puisque, 
d'apr^s le th^oreme de Cauchy, toute integrate de (2) non nulle 
a Forxgine y est holomorphe. 

Quels sont mamtenant les points critiques de Tintegrale ^ Ce 
sont les points 

(4) c .J-(2i 

*><L \ <*>* 

ou cette int^grale s'annule. Chacun d'eux permute deux d^termi- 
nations. Si Ton d^signe par a? 1'un de ces points, les autres seront 



Admettons, pour fixer les idees, que dans r- le coefficient 

de \/ i soit positif. Alors, tandis que les points x^\, #_a ? ... 
s'^loignent ind^fimment, les points j:^, ^ 2 , ... convergent vers 
1'origine. L'origine, qui n'est pas directement critique, est done 
point-limite de points critiques : d'apres notre definition, elle est 
un point transcendant indirectement critique. 

Allons plus loin et demandons-.no us quelles determinations de ^ 
se permutent autour des points o? { , %*, ---- 
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Partons de Forigine avec une determination 

et eloignons-nous (Jig- 2) sur un rayon Oyqui ne passe par aucun 
point critique x t . Lorsque x croit indefiniment sur une droite, la 
fonction w tend, d'apres (3), vers Fune des valeurs ^ ? w 2 : nous 
choisirons Oq de maniere que la limite de w soil w { sur ce rayon. 
Arrtons-nous sur Oq enun point q { assez eloigne pour que w(q\) 
ait une valeur w arbitrairement voisine de Wi . Puis, dans le plan 
de la variable *v, faisons decrire un cercle a cette variable autour 
du point w=w { \ pendant ce temps, x decrit une courbe q\q^ 
joignant le point q^ au point 

#2 = <ji * 
A partir de q* considerons dans le plan de& x le rayon 

transform^ du rayon q { O par le changement de variable x 1 = x 

et suivons w sur ce chemin. Etant donn que ^(q\] est 

4 ^(^2), il r^sulte de F^galite (3) que w a des \aleurs ^gales en 




un point quelconque du rayon gr<O et au point correspondant du 
rayon transform^ qO. Nous aurons done, en appelant /un point 
quelconque de ^ 2 O, 

2I7C 2MT 

lim a?' w(x') = e ^ lim x w(oc) = e ^ G" 1 . 

a'=;0 Jt=0 

Conclusion : Lorsque x d^crit le chemin ferm Oq { q 2 Oj la 
determination C~ 4 de z 4 Forigine se permute avec la determina- 
tion G~~*e^ . Or il n'y a qu'un point critique, x^ dans Fangle 
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#iOy 2 car, lorsque x be meut dans cet angle a partir d'un point 
critique, ilii'estpas possible que, w repasse une seconde fois par 
la valeur critique O apres avoir tourn^ autour de w t ou w*. Nous 
devons done conclure que, si nous d^crivons a partir de 1'origine un 
lacet dlementaire / autour de # (fig* 2 ): ce l acet permute les deux 

2/_7C 

determinations C"" 1 et C""" 1 e ^ . 

On \erifierait de mme qu'un lacet decrit autour du 

un gtw 

point ^ = # <2** permute les deux determinations C" 1 ^ 1 et 






Cr*e *' , etc. Le mecanisme des permutations oper^es autour 
des points x t nous ebt ambi entierement connu. 

Dans le cas le plus gnral, ]e point singulier transcendant X 
sera a la fois directement critique et point-limite d'un ensemble 
de points critiques algebriques ? X potirra 6tre alors indirectement 
en m^me temps que directement critique. Toutefois, il n'y aura 
lieu de le regarder comme indirectement critique qu'au cas od 
une infinite de determinations se permutent effectivement entre 
elles lorsqu'on tourne autour des points critiques qui convergent 
vers X, sans tourner autour du point X proprement dit. Or 7 
il n'en est pas toujours amsi, comine nous 1'allons verifier en nous 
arrtant de nouveau sur un exemple. 

Reprenons 1'equation (2), dont Pintcgrale g^n^rale a <H6 mise 
sous la forme 



et supposons que y- soit un nombre coinplexe quelconque ayant 

une partie r^elle positive) comprise par exemple entre i et 2. 

D'apres Fegalite (3) Tintegrale * de liquation (2) prend ^ Tori- 
gine une double s^rie de valeurs : 

i Les valeurs 



les branches d'mt^grales correspondant & ces valeurs sont toutes 
holomorphes a 1'origine. 
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2 Un ensemble de \aleurs nulles (pour lesquelles *P = w t ); les 
determinations correspondantes se perrnutent entre elles autour 
de 1'origine, qui est, par suite, un point transcendant directement 
critique. 

L'int^grale z admet d'autre part un ensemble de points critiques 
algebriqueSj qui sent, comme plus haut, les points a? , # i3 ... 
d^finis par Pegahte ( 4). 

Parmi les poinls critiques, il en est necessairement qui per- 
mutent les determinations nulles a 1'origine avec les d^termina- 
tions non nulles. Nous appelleroiis x Fun d'eux. Si nous sui- 
vons alors le rayon ,r en quittant # avec 1'une ou Tautre 
deb deux determinations nulles qui se confondent en ce point, 
nous obtiendrons deux caract^ristiques (*), dont Tune nulle a 
1'origine, 1'autre non nulle et egale a une quantite que nous 
appellerons C" 1 . 

Consid^rons maintenant le rayon Qx^ transformc du rayon 



par le changement de variable x r = .xe AI . Si en deux points 
correspondants de Qx { et 0# la fonction w prend des valeurs 
egales, elle aura la mme valeur pour tout couple de points corres- 
pondants de ces rayons. Suivons alors le long de x\ les deux 
caract^ristiques qui s'annulent au point critique x\. De ces deux 
caract6ristiques, 1'une est nulle a 1'origine, Fautre tend vers une 
valeur telle que 

hm# w(^ f ) = G- 1 , 

r=0 

et, par suite, 

2 IT? 

-G(O) = lim a?' w(x') = C- l e ^i , 

X'=0 

. Onraisonnera de meme sur^? 2 , ^? 3 , ... etPonarriveraaux conclu- 
sions suivantes : 

: Quand, a partir de Porigine, on d^crit, autour des points # 0? &\ ? 
x^ ... des lacets tels que I (Jig- 2), le point # permute une 
determination nulle avec la dt emanation G" 1 ; le point x { permute 



(*) Je rappelle que j'entends par caracteristtque une branche d'mtdgrale 
suivie le long d'un chemin reclihgne ^ parur d'une valeur mitiale donn^e. 
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SMC 

les determinations o, C~ 1 <? 'M ; d'une mam ere generalc, le point Xj 

2/iK 

permute les determinations o et C~^ e }xl , 

Pour mieux comprendre le mdcanisme des permulations, joi- 
gnons 1'origme un point x par un chemin invariable ne passant 

par aucun point critique, et considerons en x les determinations 
de z qui correspondent aux determinations que nous venons 
d'etudier a 1'origme. Nous surmonterons d'une barre les deter- 
minations de s(&} qui s'annulent a 1'origme, de deux barres celles 
qui ne s'y annulent pas. Amsi # pcrmutera s avec 0? %\ permu- 
lera z { avec 5^. Je dis que, si la partie relle&(~j est comprise 

entre i et 2, les deux determinations s (#), &\ (x] sontdifferentes. 
En effet, prenons x sur le rayon Qx Q . D'apres ce que nous savons 
des caracteristiques suivies le Jong des rayons Ox 0: Oa? i7 on aura 

/ 2f7T\ 2/7T 

z\xe ^i / = e ^ 5 (.r). 

Partons alors de x avec la determination Q (JC), parcourons le 
contour du cercle de centre et de rayon |#|. Pour que nous 

_ 
arrivions au point xe ^ avec la determination z t , il faut que la 

variable PP(= -] ait decrit, dans son plan, un tourcompletde w { ] 
il faut par suite d'apres 1'egalite (3) et etant donnee la valeur 
de ^(j~) q u ^ x ait decrit autour de Forigine un arc 6gal 

a 271 + arc xx^ II en r^sulte que le& determinations z(x] 
et z { (#) sont diflferentes et se permutent entre elles lorsque x 
tourne une fois autour de Forigme. En resume, les determinations 
de 1'integrale z au point x seront donnees par le Tableau suivant: 



La premifere ligne contient leb determinations qui s'annulent pour 
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x = o et se permutent autour de 1'origine; la derni&re ligne con- 
tient les determinations qui ne s'annuient pas pour# = o; de 
plus, chaque determination Zj se permute avec la determination 
correspondante z 3 autour da point critique Xj inscrit au-dessus 
d'elle dans la seconde ligne. 

Tandis que les determinations 5 y ^e permutent directement entre 
elles, on ne peut permuter nne determination Sj avec une deter- 
mination CA qu'en remontant de Zj a 5 7 , tournaiit autour de Fori- 
gine et redescendant de 5* rj. En d'autres termes, pour engendrer 
une infinite de determinations de z, on doit tourner une infinite 
de fois autour de 1'origine proprement dite; si, a un moment 
donne ? on tourne autour de Xj (le long d'un lacet Z) ? on est accule 
4 une impasse : on ne peut obtenir des determinations nouvelles 
qu'a condition de re\enir stir ses pas en tournant une seconde fois 
autour de Xj. Pour cette raison, nous ne devons pas regarder Tori- 
gine comme un point transcendant indirectement critique. 

J'ai suppose (pour me placer dans le cas ou le mecanisme des 
permutations de Pmtegrale z se laisse le plus simplement figurer) 

que la partie reelle de ~ etait comprise entire i et 2. Si cetle partie 
reelle etait comprise entre o et i, plusieurs determinations Zj cor- 
respondraient a une m^me determination^; si elle etait superieure 
2, plusieurs determinations c, correspondraient a une m6me 

determination^; mais, dans un cas comme dans 1'autre, on ne 
pourrait obtenir une infinite de determinations nouvelies qu'en. 
tournant une infinite de fois autour de 1'origine. 



II. Uordre de succession des permutations. 
Premiers exemples* 

Comment poursuivre Tetude des points critiques transcendants? 
Nous inspirant des remarques faites au Chapitre 1 ( IV), nous 
allons porter notre attention sur les deux ensembles dontla nature 
caract^rise une fonction mulliforme au voisinage d 7 une singularity 
transcendante X : ensemble des points critiques x, x^ ... con- 
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vergeant \ers X; ensemble des determinations 7,, y^ - . engen- 
dr^es au voisinage de X. 

De ces ensembles nous ne savons rien jusqu'ici, sinon qu'ils 
sont d^nombrables (p. 3i). A part cela, il est probable qu'ils sont 
quelconques. Mais sans cloute il existe certains cas privileges ou 
ils se sirnphfient. Peut-etre pourrions-nous recliercher ces cas et 
les classer d'apres leur plus ou moins grande complexite. 

Si nous considerons le* determinations y^ y^ ..., nous 
remarquons qu'il y a en general entre elles un ordre de succes- 
sion. Supposons, en effel, que nous partions d'un points avec la 
determination y { et que noub decrivions une serie de lacets 616- 
mentaires autour de X ou de points convergeant vers X (p. 67). 
Pour passer de la determination y t a une determination quel- 
conque y t , il ne suffit pas en general de decrire un seul lacet el^- 
mentaire : il faut en decrire plusieurs, permutant d'abordjKi 
avec J- 7l , puis J 7l avec y^ et ainsi de suite jusqu'a y t . Ainsi, les 
determinations J 7l , y jz , ... se trouvent rangees dans un ordre 



C'est ce qtu re&sort clairement des examples donnas au para- 
graphe precedent. Reportons-nous a I'lnt^grale g&nerale 



i 

1 I tHi tX) . \ 

m z = w#. Ga? = 

\ ** / * 



W W { \ ^i 

, 



w t ^ 2 \ w > 3 J 



dans 1'hypothese ou X, est un nombre complete & partie r6elle 
negative. D'apr&s ce que nous avons vu, les determinations de s 
sont a 1'origine 



8 iff 



et on les d^duit les unes des autres en tournant successivemenl 
autour des points critiques appel^s x^ x^ Ainsi, les d^ter- 
mmations de Pintegrale s jouissent de cette propriety remarquable 
qu'oii peut les ranger suivant une serie unihn6aire (en les aflec- 
tant respectivement des indices o, i , 2, . . .) dans Tordre m^me ou 
elles se permutent enlre elles, 

Analysons d'un peu plus pr6s cette propriety en la pr^sentant 
sous une forme diflf^rente, 
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Par chacun des points critiques a? 7 , menons une coupure recti- 
ligne, qui sera par exemple le proiongement du rayon O# y , Jimite 
par le point Xj et par Finfini. Nous appellerons cette coupure 
coupure # y . Tourner autour d'un point critique equivaut a fran- 
chir la coupure correspondante. Plus pr^cisement, decnvons & 
partir de Forigine un lacet ferine* tra\ersant une seule fois la cou- 
pure Xj et ne rencontrant aucune autre coupure (cf. p. 3i) : ce 
lacet permute les determinations Zj (o) et ^ y+i (o), et il ne permute 
aucun autre couple de determinations. Nous appellerons lacet Xj 
tout lacet ainsi defini, et permutation Xj la permutation corres- 
pondante. II resulte de ce qui precede qu'une determination quel- 
conque y ne sera permittee avec d'autres que par deux lacets, le 
lacet Xj_\ et le lacet x r Grace a cette circonstance, nous allons 
pouvoir rendre la fonction z uniforme en la representant sur une 
surface de Riemann, dontla structure estparticulierement simple. 

Considerons une suite denombrable de feuillets plans super- 
poses . .., J^t, Jf 0? S' ^ ..., ces feuillets etant aflect^s des 
indices ..., i, o, i, ... dans 1'ordre inline ou ils se succedent. 
Puis relions chaque feuillet avec le precedent par une ligne de 
croisement placee entre j~\ et Jr y suivaiit la coupure #/_i, entre 
JUj et 4* y+ , suivant la coupure #/. Nous formons ainsi une surface 
de Riemann S : je dis que s e^t uniforme sur cette surface. 

Considerons, en effet, sur le feuillet JFy la determination Zj qui 

S//7I 

est <5gale a Cr*e ^ a 1'origine. Nous avons vu que cette determi- 
nation ne pouvait 6tre alteree que par deux perm'utations, les 
permutations Xj_\ et &j. Des lors, quand x se meut librement 
dans le feuillet J^ sans franchir les deux lignes de croisement 
situees dans ce feuillet, Zj reste uniforme. Si Fon franchit la cou- 
pure Xj, on passe dans le feuillet -$j + {, et s y devient s/ + , . Comme 
on a raisonne sur s y , on raisonnera sur Zj+\ , et ainsi de suite. 

Ainsi, la singularite presentee a Torigine par Fintegrale (3) est 
-caracterisee par ce fait que z est unijorme sur une surface fie 
Riemann S sur laquelle il ri*y a pas de fentes (coupures in* 
franchissables] et dont chaque feuillet est relit au precedent 
suivant une ligne de croisement passant par un point critique 
unique. II y a correspondance univoque et reciproque, d'une 
part entre les feuillets de la surface et les determinations de la 
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fonction, d'autre part entre les lignes de croisement et les points 
critiques. 

Nous avons suppose tout a Plieure que Fexposant *- de Pega- 
lite (3) avait une partie reelle negative. Lorsque la partie reelle 
de Y est positive (comprise par exemple entre i et 2), z admet au 

voismage de x =o une double serie de determinations, ainsi qu'il a 
etc explique a la page 72. Les determinations de la premiere serie, 
supposees Rentes dans Pordre ou elles se deduisent les unes des 
autres autour de Pongine, forment une serie unilindaire. Tragons 
alors une coupure suivant un rayon mene de Porigme a Pinfini et 
ne passant par aucun des points critiques Xj de z\ puis construi- 
sons une surface de Rieinann S { form^e de feuillets superposes Jr y , 
relics entre eux suivant la coupure consideree : il resulte du 
Tableau de la page 72 que le feuillet J? ; contient un point cri- 
tique unique, # 7 , de 5, et que z est sar la surface S< une fonc- 
fion ii deux branches. En d'autres termes, en tout point de la 
surface S i5 z a au plus deux determinations, une de la premiere 
serie et une de la seconde. 

II est assez naturel de se demander s'il exi&te des types ene- 
raux de fonctions presentantlescaracteres que nous venons d'ana- 
lyser, ou des caracteres analogues plus ou moins complexes. Peut- 
6tre trouverait-on dans cet ordre d'idees un principe de classifica- 
tion des points critiques transcendants presentes par les fonctions 
multiformes. Mais, avant d'aborder Fetude des cas generaux, il 
conviendra de preciser davantage les indications fournies par la 
consideration des cas particuliers Jes plus simples. 

Faisons d'abord quelques remarques complementaires sur l'in- 
tegrale (3) dans le cas ou la partie reelle de \\ est negative. A.U 
lieu de definir z comme fonction uniforme d'un point variable sur 
une surface de Riemann S, nous pournons nous proposer Jd'ex- 
pnmer les deux variables x et s en fonction uniforme d'un m^me 
parametre ^ La question revient a etabhr une correspondance 
univoque etreciproque entre les points de la surface de Riemann S 
et les points du plan d'une variable t. Le plan t se trouvera alors 
divise en une serie de regions distmctes R i7 R 2j . . correspondant 
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aux feuillets J^, JF 2 , ... de la surface S, en sorte qu'a une valeur 
quelconque de t il correspondra une valeur unique de s. 

Je dis que nous r^aliserons une telle correspondance en posant 

*L t t ii* ^ 

(5) C / # = A 1 <s A I cos; 2(2-4- A_i)e A I sin? (C ; = const.), 

d'ou r^sulte 

ndx 2(9 -4-X,) ^4-^^ . 
G = e A sm f. 

En effet, d'apres cette derniere ^galit^, -7- s'annule lorsque t = kit 

(k entier). Les valeurs correspondantes de Gx sont, lorsque k est 
pair (k = 2 A-'), 

lorsque A" est impair (A* = 2A / -H i), 



Choisissons C7 de maniere que ^ = # 07 ^?o etant le point critique 
de z d<fini page 68 : la fonction t de a? admeUra comme points 

ZAiit 

critiques (a distance finie) les points xjr= x^e Al , c'est-a-dire les 
points critiques in&nes de 1'integrale z. 

Considerons alors le long de la coupure XH les deux d^termina- 
tions de t qui se permutent autour de XK. Lorsque x dcrit la cou- 
pure XK, chacune de ces determinations d^crit (dans le plan ) 
une ligne continue allant du point t = kTt ^ I'mfini; Tensemble 
des deux lignes ainsi d&finies forme une courbe d'un seui tenant, L^, 
qui partage le plan des t en deux regions. D J ailleurs, les courbes L yi 
L#, correspondant ^ deux coupures diflferentes ^ y , x^ ne sauraient 
se couper, puisque, x est fonction uniforme de t et que les cou- 
pures Xj, XK ne se rencontrent pas; d'ailleurs, L y u< et L J+{ sont 
de part et d'autre de L y . Des lors, les difT^rentes courbes L* par- 
tagent le plan des t en un ensemble de regions RA- qui corres- 
pondent point par point aux feuillets de S. On en conclut que 
Fint^grale z est une fonction uniforme de t, 

Cest la un nouveau trait distinctif de la singularity pr6sent6e a 
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1'origme par Tintegrale (3) on peat expnmer x et z en fonc- 
tion d'un parametre t, x(t) etant la fonction definie />ar 
Vegaltte (5) et z(t] etant uni forme. 

Les diverses representations de s que nous venons d'etudier 
sont vaiables pour loute valeur de x et non pas seulement au voi- 
smage dc 1'origme. Ges representations caractdrisent done la sin- 
gularite x = oo de s en meme temps que la singularity # = o. 
Voyons comment se presenterait la singularity x = oo, si on la 
ramenait a 1'origine par le changement de variable x = ^"" i . 

Tandis que les points critiques x { , x, ... de z convergent 
vers # = 0, nous avons vu que les points critiques appeles x_^ 
#~2j - s'eioignent vers Pinfim. Posons alors x_h = S^ 1 La fonc- 
tion #(ii) aduoet une infinite de points critiques ?<, ?o, ... qui 
convergent vers = o, et, autour de ces points, dans 1'ordre ou ils 
sont Merits, se permutent les determinations _< , . . ., z_ki . . . de ^. 
Tout se passe jusqu'ici comme pour la singularity x = o etudiee 
plus haut Mais (c'est la ce qui est nouveau) Torigine est pour #(!) 
point transcendant directement critique en m^me temps que point 
transcendant indirectement critique. Repor tons-nous, en effet, a 
la page 69, figure 2. Partons du point q { avec la determination <v 
de ~> qui ebt suppos^e tendre vers w t lorsque q { s'^loigne ind^fi- 

niment sur le rayon O^, et parcourons dans un sens convenable 
le contour du cercle de centre O et de rayon Oq< : nous nous 
trouvons tourner successivement autour des points critiques #__< ? 
#_2, etc. Done, apres chaque tour, nous revenons en q^ avec une 
nouvelle determination de z. On en concJut que z a une infinite de 
determinations qui s'echangenl entre elles (') autour du point 5 = o, 
determinations qui appartieiinent d'ailleurs & Fensemble des deter- 
minations _A deja obtenues en tournant autour des seuls points 
critiques algebriques *, sans tourner autour de i = o. D'ou 
cette conclusion . Ja singularity 5 = o de z(%] se distingue de la 
singularite x = i"" 1 = o par ce caract^re quYJ existe au voisinage 



( l ) Le m6me raisonnen(ient piouverait que ! = o permule une infinite de 
determinations de z, egales & lim w^ \ pour \ ~ o 
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de = o plusieurs combinaisons differentes de permutations 
elementaires (permutations oper^es par des lacets 6lmentaires) 
qui echangent entre dies les mmes determinations. 

La mme particularity se rencontrera chez de nombreuses fonc- 
tions. Gonside*rons, par exemple, la fonction y de x definie par 
Fegalite 

x = 



Cette fonction admet comme points critiques algebrlques situe's a 
distance finie les points x pour lesquels cos v H- JJL s'annule, savoir 
les points 



! = 7?! 21U, ^0: 



Or, ces points Xj convergent vers Finfini qui est, des lors, pour ) 
point transcendant indirectement critique. De plus, les dtermi- 
nations y^ y, ... de y se rangent suivant une serie uuilinaire, 
et on les deduit les unes des autres en tournant autour des points 
critiques #<, ^? 2 , ... dans 1'ordre ou ils sont (cnts. D^s lors, en 
raisonnant exactement comme on 1'a fait pour I'integrale (3), on 
obtiendra une surface de Riemann (pr^sentant les particularity 
6num^es page 76) sur laquelle y sera uniforme. Si ensuite on 
fait le changeinent de variable a?=i~ 1 , on constatera que, pour 
la fonction /(), Forigine est un point transcendant directement 
critique permutant une infinite de determinations, lesquelles 
appartiennent d'ailleurs a Fensemble des y } dj& d^fini par les 
permutations Xj. 



III. -L> equation 



Nous allons encore examiner quelques exemples simples de 
singularity transcendantes, cherchant toujours a mettre en lu~ 
mi6re les caracteres qui peuvent servir de fondement & une clas- 
sification de ces singularity. Voyons d'abord ce qu'il adviendrait 
du dernier exemple ^tudi6 si Ton y remplagait la fonction trigo- 
nom^trique sinjr par une fonction elliptique. 
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Considerons, en premier lieu, la fonction 

C ' d* 

it = arg p(sr) = / .,',. , , 

J Q ? V(& a) (a? 6)(# c) 

imerse de la fonction p de Weierstrass. Supposons que, partant 
de Porigme avec une determination , nous d^crivions des lacets 
el&oientaires autour des trois points critiques a, b, c : il est clair 
que la determination (o) sera permittee par ces lacets avec trois 
determinations differences M l r , w ( 2) , tt ( 3) . Des lors, les d^termina- 
tions de M, supposees Rentes dans Fordre ou on les deduit le& unes 
des aulres, ne paraissent plus se ranger suivant une b^rie uni- 
lineaire. En effet, si dans le cas de Fint^grale (3) nous obtenions 
une tclle s^rie, c'est parce qu'alors une determination quelconque 
ne pouvail ^tre permutee directement (j'entends par un seal lacet 
^Idmentaire) qu'avec deux autres determinations, savoir celle qui 
La precedait et celle qui la suivait dans la s^rie. Cette condition 
n'etant plus realisde, il n'est plus possible de construire une sur- 
face de Riemann jouissant des propriet^s ^nonc^es page 70. Soit 7 
par exemple, S f une surface de Riemann dont les feuillets j soient 
relies deux a deux suivant une ligne de croisement plac^e entre 
$ j~\ et Sj suivant la coupure a, entre Jr ; et S J+ ^ suivant la 
coupure b, entre j+\ et Sj+i suivant la coupure c, et ainsi 
de suite. La fonction u n'est pas umforme sur cetle surface S'. 
Pour la rendre umforme, iJ faudrait tracer sur S' une serie de 
coupures que Ja variable serait assujettie a ne pas franchir : 
savoir, la coupure c dans le feuillet J* y , la coupure a dans le 
feuillet ^y+ij etc. 

Les m^mes circonslances se pr^senteront pour la fonction y 
definie par 



HJK +- p(y) = ^ H- G ( jx, C = const.), 
C 1 est-a-dire pour Fmt^grale g^ndrale de liquation dilGTerentielle 



Celte fonction admet comme points critiques alg^briques les. 
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points x correspondant aux zeros de [x-h p 1 (y). Or ces zeros sont 
des valeurs de y qui convergent vers 7 = 00. D'autre part, on sait 
que, dans chaque parallelogramme des periodes, la fonction ellip- 
tique H + p'O'} admet trois zeros simples et qu'a ces zeros 
correspondent des valeurs p,, p_>, p* de p qui sont les mmes 
quel que soil le parallelogramme considere ('). On en conclut que 

les poinls critiques correspondant aux zeros de -^ convergent vers 

le point x = GO, qui est des lors, pour y, point transcendant indi- 
rectement critique. 

Cela dit, prenons d'abord p tres petit, et suivons, a partir d'une 
valeur mitiale JK O , les diverses caracterisliques dc y (p. 71, note) 
issues de Forigine. En vertu des theoremet> relatifs a la continuity 
des integrates (Chap. I, V), nous ne pouvons rencontrer sur 
ces caracteristiqueb que trois points critiques : le premier a Q 
voisin de #, le deuxieme > voisin de 6, le troisieme C \oisin 
de c. Les valeurs prises par j en ces points critiques sont trois 
zeros de y-H-p'(jK) situes dans un meme parallelogramme des 
p^riodes. D'ailleurs, si nous decrivons des lacets elementaires 
autour des points tf ? ^o? ^o> nous revenons a Torigine avec Lrois 
determinations diff^rentes y { Q\ y ( \ y ( o\ respectivement voisines 

dp l/ n) 77 (2) 77 13) 
ue a , w , U Q . 

Faisons maintenant varier ^ (a partir de |x = o) en evitant de 
passer par les qualre valeurs defmies dans la note i et modi- 
fions y\ les points a , 6 , C Q varieront d'une maniere continue 
avec u. et ~y Q ? de m^me les valeurs correspondantes de y^ ces 
valeurs tant toujours trois Z&TOS de }>>-*rp ! (y) situes dans un 
mme parallelogramme des periodes. Je dis que a , b , CQ sont 
des fonctions uni formes de y ? pour toxite valeur^Zxe de ix. En 
effet, si ^o(jKo)? par exemple, n'etait pas uniforme, il devrait 
exister certaines valeurs de ^>'o pour lesquelles plusieurs determi- 
nations de a viendraient comcider, pour lesquelles, en d'autres 

( T ) Au cas ou les deux fonctions H-4-p'(^) et p" (y} auraient des z^ros com- 
mons, la fonction y admettrait des points critiques multiples. Mais aux ze*ros 
de p" correspondent quatre valeurs fixes de p' qui sont les memes pour tous les 
paralle'logrammes des p6riodes Si done ( jx) ne coincide avec aucune de ces 
quatre valeurs, on est sftr de n'avoir que des points cntiques simples. 

B. 6 
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termes, y aurait plusieurs points critiques confondus en #<>. Or 
cette circonstance ne be pr<$sente pas, puisquc les zeros de 
u, 4_jy(j) situes dans uu parall^logramme des periodes sont des 
zeros simples (voir la note, p. 81). 

Nous concluons de la que, pour toule valeur donn^e (fixe) 
de j-r, les divers points ciitiques d'une integrate de Fequation (6} 
pen vent etre repartis entre trois series : i points a } que Ton 
deduit de a en faisani vaner [JL avec contmuite; 2 points bj de- 
duits de b\ 3" points c f dgduits de c. Ces trois. series n'inter- 
ferent jamais; si Ton se donne un point critique quelconque 
d'une Jntegrale 7, on peut toujours dire sans anibigujt^ a quello 
serie il apparlient. D'ailleurs, a Pensemble des caractenstiques 
issues de Forigine a\ec une valeur miliale donn^e correspondent 
tonjours trois points critiques, un de chaque serie. Si nous cher- 
chons alors a repr^senter y sur une surface de Riemann, nous 
nous heurtons aux difficult^s rencontr^es pour la fonction 



Ces circonstances diflerencient nettement les integrates y des 
fonctions que nous avions prec^demment consid^r^es. Nous con- 
statons que nous avons affaire a un m^canisme de permutations 
plus coraplique que tout a Tlieure. Jl se trouve cependant qu'une 
circonstance, sptoale aux integrales y, permet de rapprocher ces 
integrates des exemples etudi^s aux pages 78-79. 

Nous savons que la fonction u = ar.p(a;) est a 1'infim fonction 
m^romorphe de \fx. II en est de mSme des integrates y. En efl'et, 
lorsque JJL esl arbitrairement voisin de o et que x tend vers 1'infini 
en ligne droite, y tend n^cessairement vers un p<51e de la fonction 
elliptique p(y), c'est-a-dire verb une valeur v\ independante de pt. 
Par contmuite, on v^rifiera de proche en proclie qu'il en est amsi 
quei que soit a. D'ailicurs on a, pour y voisin de /j, 



d'oti il resulte que y ^ est d^veloppable par rapport aux puis- 
sances enti&res de \J cc. 

Amsi, lorsque x tourne deux fois autour du point x = co, y ne 
change pas. Mais on voil sans peine que tourner deux fois autour 
de #=oo revient & d^crire six lacets ferm^s autour de points 
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critiques appartenant alternativement a la premiere, a la deuxi&ne 
et a la troisieme s&ne. Des lors, ici comme dans Fexemple de la 
page 78, deux memes determinations peuvent tre eckangees 
par plusieurs combinations differentes de permutations. Par 
exemple, on obtient le mme resultat en operant successivement 
deux permutations des series a^ c on quatre permutations des 
series 6, c, a ? b. Nous exprimerons ce fait par Fdgahte symbo- 
lique ( < ) 

(a,c) = (b,c,a,b). 

Soit alors y*j une determination quelconque a Torigine. Nous 
designerons par le symbole (<o) la quantit^ dont s'accroit y-j 
lorsque 1'on opere, a partir de y^ les permutations (a, 6), et par 
le symbole (o>) la quantite dont s'accroit JK/ lorsque Ton opere 
les permutations (6, a). De mme, (to') exprimera le resultat des 
permutations (6, c) et (o/) le resultat des permutations (c, 6). 
II est clair que Ton a les relations 

(7) ((). -(a))) =0, (('), -(')) =o. 
Je dis de plus que 

(8) ((),<')) = (('),()) 
En efFet, cette relation equivaut a 

(a, b, b, c) = (b, c, a, b) ou (a, c) = (b, c, a, b ), 



que nous avons reconnue dtre vraie. 
Cela dit, supposons qu'ik partir d'une valeur initiate y & nous 
op^rions un nombre pair (quelconque) de permutations. Nous 
ajouterons ainsi y un certain nombre de quantit^s (to), (o>), 
(o> 7 ) ou (w 1 )- En vertu des relations (7) et (8), Faccroissement 
de y pourra toujours 6tre mis sous la forme 



ce que nous crirons 



OJQ a, d'une maniere g6n6iale, l'6gaht symbohquc 
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772 et n 6tant des entiers positifs ou negatifs. Nous appellerons (to) 
et (to') lesperiodes de 1'integrale j. D'apres la relation (8), les 
deux penodes sont commutables. Elles se distinguent des pdriodes 
d'une fonction elhptique en ce qu'elles n'ont pas une valeur fke y 
raais varient avec la valeur imtiale jJO a laquelle on les ajoute. En 
revanche, d'apres ce que nous avons dit plus haut, ces periodes ne 
se confondent jamais entre elles. fitant donnee une \aleur miliale 
quelconque, on pourra toujours dire, sans ambiguite, quelles sont 
les penodes (to), (to 7 ), (to), (*>') qui lui correspondent. 

Ces remarques failes, il sera facile d'obtemr a Ponging 1'en- 
semble total des determinations de Fmtegrale y. Appelons jKo ^^e 
determination mitiale et 70 la determination qm s'en d^duit par 
une permutation unique operee, par exemple, autour d'un. point 
critique de la serie a. Toutes les determinations a Torigine seront 
donnees par les deux formules symboliques 



m et n etant des entiers quelconques, positifs ou negatifs. 

Les determinations y m>w et ^m,/z sont ici figurees suivant deux 
Tableaux a double entree. Mais elles se disposeront toatnaturelle- 
ment en serie unilmeaire si Ton pose, par exemple, 



se deduit alors de ^ (0) par une permutation a, y (1] se deduit 
de jF(o P ar une permutation b : y ( ^ de y^ } par une permuta- 
tion c, etc. Si nous affectons les points critiques des indices i, 
2, ... dans Fordre ou nous les rencontrons, nous obtenons une 
serie de points #, x^ ... qui correspondent aux^ 7 exactement 
comme il arrivait dans le cas de Pintegrale (3) (p. 74). Seulement, 
les deux determinations y n yj+\ quMchange la permutation x 3 
auraient pu e^aienient 6tre echangees par d'autres permutations. 
On voit par la combien 1'existence d'une relation, telle que 
(a, 6, c, a, 6 5 c) = o, simphfie le mecamsme des permutations 
d'une integrate y au voisinage de la singularity transcendante 
^,=00. Qu'arriverait-il, en efiet, si les penodes (co), (w') n'etaient 
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pas commutables? Pour echanger, parexemple, JK<0) + n ^(^ f ) avec 
jKco) H~ m * ( w ) P ar une serie de permutations elementaires, on serait 
oblige de repasser par y^. Alors, comme nous le disions plus 
haut, il ne serait plus possible de ranger Fensemble total des 
determinations en une serie unilineaire ou deux determinations 
consecutives seraient permutees par un lacet elementaire; ou 
bien, si Ton formait une telle serie, une mme determination 
devrait y figurer une infinite de fois. En ce cas, la succession des 
permutations serait comparable a un arbre dont les branches se 
ramifieraient a Pmfini; si un insecte voulait parcourir tout le bois 
de cet arbre, il devrait continuellement retrograder vers les 
nceuds pour repartir sur les branches ou il ne serait pas engage 
au premier passage. 

IV. L' equation zd=z + i. 

Considerons liquation 
(9) zz'~z-*-\. 

Cette equation, qu'on integre immediatement, a pour integrate 



(10) z log(3 -+- 1) = x #o (#0= const, arbitraire). 

Nous allons nous demander par quel mecanisme les di verses 
branches de cette integrale se deduisent les unes des autres. 

Soient x un point tr&s eloigne sur 1'axe reel negatif et x\ un 
point tr^s eloigne sur 1'axe reel positif. Lorsque x tend vers oo, 
1^(^)1 augmente indefiniment comme \x\. Au contraire, lorsque 
4?< tend vers -h<*>, &(x\) peut, soit croitre indefiniment ? soil 
tendre vers i . 

L'integrale (10) admet comme points critiques les points ou 
z s'annule, c'est-a-dire les points 



_! = XQ 2 1 7C, 



' points sont tous situes sur une mme droite D perpendiculaire 
a 1'axe reel. 
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Consid^rons en x\ une determination o de z voisme de i el 
envisageons 1'ensemhle des caract&ristiques issues de x\ avec la 
valeur Un point critique au nioins (soit # ) sera critique pour 
cet ensemble. Joignons alors x { a x par un chemin / P as ~ 
sant entre x^\ et x (Jig- 3), puis tragons, entre les points 
x\ = x { -f- 2 JTC et x ! = x -r 2 * i^-. lc chemin ^ transforme de / p ar 
le changement de variable #'=#-{- 22?:. Lorsque r, a partir de ^ ? 
decrit un tour autour de z = i , x, partant de x\ , se rend en x\ . 
Suivons alors les deux chemins / ? A en partant de la meme 
valeur mitiale so> l a formule (10) monlre que z aura la mme 




valeur en deux points correspondants quelconques de ces che- 
mins; nous arrivons done en cr et a?' avec une meme valeur 5 ? 
laquelle est tres grande en valeur absolue si x est suffisamment 
^loign^. Je dis que la caract^ristique issue de x 1 avec la valeur z& 
a en x une valeur 5, differenle de Z Q . En eflet, pour que ^i fut 
^gal ^i s , il faudrait, d'apr^s (10), que, lorsque x decrit le seg- 
ment XX, z d^crivit un lour autour de z = i . Or cela ne peut 
^tre, car z est ? sur x r x, de 1'ordre de grandeur de \x |; son argu- 
ment ne peut done croitre de aic lorsque x varie de 2/rc. Conclu- 
sion : lorsque x decrit le chemin xx\x\x ! x, z^ parti avec la 
valeur z^ revient avec une nouvelle valeur z^ ; les deux determi- 
nations ^ et Zi se permutent autour du point critique x. 
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Si, au lieu de considerer le chemin l^ on avait considere le 
chemm /_, transform de / par le changement de variable 
x r x 2/7:, on aurait constat< de la mme maniere que ^_^ 
permute ~ avec une determination z. <. En poursuhant notre 
raisonnement, nous arnvons done au r^sultat sun ant : l'int- 
grale (10) admet en x une sene unilineaire de determinations 
.-., 3_i, ^05 Sn - - que Ton deduit les unes des autres en tournant 
aulour des points critiques . . , JT_ M x*, x { , ... dans Pordre 
mme ou ils sont Merits; nous retombons ainsi sur le mecanisme 
decrit a la page 74. D'ailleurs, une fois ce resultat 6tabh pour x 
tres ^loign^, on peut evidemment 1'appliquer () a toute position 
de x situee a gauche de la droite O. 

II n'en sera plus de m^me si nous consid^rons les d^termina- 
tions voisines de z en un point situe a droite de la droite D. En 
effet, nous avons dit qu'en #< ^ a des determinations voisines 
de x et des determinations tres grandes en valeur abbolue 
(comparables a ~x { ). II existe done au moms un point critique qui 
permute (voisin de i) avec une determination T) O de grand 
module. Soil # ^a lei point critique; ^ a et v^ s'^cliangent alors 
le long du lacet Lo^^^X^ ). Nous savons, d'autre part, que 
la caracteristique issue de x { avec la valeur est encore 6gale 
a ^ au point #, ; on en conclut, comme tout & 1'heure, que le 
lacet L, transform^ de L par le changement de variable 
#'=#4- 2J7C permute encore ^ el ^lo?" d'ailleurs, la caract^ris- 
tique egale a T JO en^^ prend en^ f une valeur de grand module T\I 
diff&rente de TJ O ; il en resulte que le chemin ferm^ ( X A x\ , L, ,x' 4 x { ) 
permute avec TJ,. En d'autres termes, etri 4 s^changent autour 
du point x { . Le mdme raisonnement prouvera, d'une mani&re 
gen^rale, que le point &j permute t^ avec une determination de 
grand module 7j y difftrente de ^^ -/i o .... D'ou cette conclusion : 

i L' ensemble des caractdnstiques issues de oc^ avec la va- 

presence une infinitt de points critiques 
... qui perniutent respectivement 



( ! ) On rerra sans peine qae Ton peut apphquer toutes ces condusioas a 
liquation plus gdo^rale zx' a= as + b* 
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2 L f ensemble des caracteristicjues issues de x { avec la va- 
lear r l0 presents un seal point critique # ? lequel permute t\ Q 
ctvec v^o- 

Aussi, a Fimerse de ce qui se passait dans tons les examples 
consider^ plus haul, it n\y a pas de succession de determina- 
tions an point x^. Une integrate quelconque de liquation (10) 
n'admet en x { qu'une seule determination tendant vers i 
lorsque x\ tend vers H-oo, et cette determination s'echange avec 
les determinations -t\ par un ensemble de permutations qui sont 
simultanees, non successive*. 

L'exemple de 1'equation (10) nous apprend que la succession 
des determinations d'une fonction multiforme peut varier a\ec les 
regions ou nous nous placons. Lorsque nous chercherons a carac- 
l^riser cette succession, nous devrons done toujours specifier ou 
nous Fetudions. 



V. Premier type de points tian seen dants 
de premiere espece. 

Nous venons de passer en revue un certain nombre de singula- 
rit^s transcendantes pr^sentant des particularites diverses. Ces 
particularity sont-elles speciales aux exemples que nous avons 
Studies ou oaract&risent-elles, au contraire, certaines categories 
g^n^rales de points singuliers? Pour nous en rendre compte, 
nous allons rechercher sous quelles conditions une singularite 
transcendante appartiendra a tel ou tel des types que nous avons 
mis en lumiere. Nous commencerons par le type Je plus simple, 
celui qui a t d^crit aux pages 74-77- 

ConsideSrons un point transcendant (isol) non directement 
critique, mais point-limite de points critiques algebriques. Nous 
supposerons ce point & Vorigine et nous appelleroiis (y) 1'en- 
semble des branches qui se permutent entre elles au voisinage 
de o, c'est--dire dans dn certain cercle F de centre o. Nous 
admettrons de plus que chacun des points critiques algebriques 
contenus dans T permule deux determinations seulement. (S'i) 
n*en etait pas ainsi, nous considererions que plusieurs points cri- 
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tiques sont confondns et nous affecterions d'mdices dififerents les 
diyerses permutations op^r^es autour do ces points.) 

Par chaque point critique menons une coupure joignant le 
point au contour de T. La coupure sera rectiligne ou curvihgne, 
mais nous supposerons qu'elle lie s'enroule pas une infinite de fois 
autour de 1'origine (cf. p. 66, note i) et qu'aucun de ses points 
n'esl point critique ou point-limite de points critiques. Si la sin- 
gulante transcendante etudi^e est isol6e, on pourra construire 
une infinite de systemes de coupures satisfaisant a cette condition 
et, de plus, ne se coupant pas entre elles. 

Tourner autour d'un point critique equivaut a franchir la cou- 
pure correspondante (cf. p. 3i). A un point critique Xj corres- 
pondent done (une fois que Ton a adopte un systeme determine 
de coupures) deux deierminations, et deux seulement : ce sont 
celles qui se permutenl entre elles le long d'un lacet qui con- 
tourne Xj sans franchir aucune des coupures relatives aux autres 

points critiques. Nous appellerons y j( ^ ety /(2) les valeurs de ces 
determinations a Forigine en un point fixe x lie a 1'origine par un 
chemin invariable (cf. p. 72). 

Ces pr^linimaires admis ? supposons que L'ON PUISSE DISPOSER 

DU SYSTEME IDES COUPURES DE M4.NIEUE Qtl'A UJ\E DETER^IINATIOjy 
QUELCOJVQUE DE L^ENSEMBLE (y) AU POINT X IL CORRESPONDS, SUI- 
VANT LES CONVENTIONS ADOPTERS, DEUX POINTS CRITIQUES DISTINCTS 

(ET Dhu\ SKULEMENT) POUVVNT PEKMUTER CETTE DETERMINATION 
AVEC D'AUTRES. Nous supposons, en d'autres termes, qu'une d^ter- 
mination quelconque devient uniforme dans F des que x est 
assujetti a ne pas franchir deux coupures (et deux seulement). 

Partons alors d'une determination y^ A.e y(x] et appelons 
X-\<i ZQ les points critiques qui la permutent. Nous pouvons poser 



Posous ensuite t y fn = ^ (2) " ^ la determination j' (t) correspondra, 
outre 5?o 3 u & point critique que nous appellerons x\ ; nous poserons 
alors y ({) = y\^^ y i( )=y (2} ; et ainsi de suite. 



Les determinations . . ., JK C ""? y c J ? yl {) -> - forment une serie 
unilin^aire et on les d&iuit les unes des autres en tournant autour 
des points critiques ..., ^?_ { , 5? j ^\-> - - dans Tordre des indices 
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croissants ou decroissants. D'ailleurs (puisquM existe par hypo- 
these une infinite de points critiques convergent vers Torigine 
et permutant en ire elles une infinite de determinations) 1'une 
an moins des deux suites (x^ # 2 , -)? (#-M x -^ ) converge 
vers Forigme. Nous supposerons que ce soit le cas pour la 
premiere suite : alorsles considers tionsqui precedent s'appliquent 
a des \aleurs positives arbitrairement grandes de 1'indice/. 

Le mecanisme des permutations #, est done exactement celui 
que nous avons decritpage 74. En partieulier Fensemble (y) est 
uniforme (au voisinage de ]'origine) sur une surface de Riemann 
S construite comme il a ete dit page 70. Cette surface ne contient 
pas de fente, et les feuillets J* y et J r y+ , sont relies par une ligne 
de croisement unique placee suivant la coupure Xj. 

Les coupures^sont, avons-nous dit, rectihgnes on curvilignes. 
Nous allons nous borner au cas le plus simple, etsupposerqu'elles 
sontrectilignes ; plus precis&mentmeme (afin de nous rapprocher le 
plus possible de Texemple du paragraphe II), nous allons admettre 
que la coupure Xj est placee suivant le prolongement du 
rayon oXj comprts entre le point x 3 et Le contour T. 

Lorsque la singularite a Forigme pr^sente ces caracteres, 
on peut obtenir par tin proc^d^ tres simple toutes les determinations 
qui se permutent en son voismage. Soit c un cercle concentrique 
a F ayant pour rayon p. Puisque les points Xj con\ergent vers Pori- 
gine, nous sommes assures qu'a partir d'une certaine valeur de/, 

Fig 4- 




on a |#/|<p- Partons alors de 1'origine avec la determination 
qui correspond ajK fy) ? rendons-nous le long d'un rayon en un 
point du contour de c, puis parcourons ce contour. On voit que 
si nous ddcrivons le contour de c dans un sens convenable (fig* 4) 
nous nous trouverons tourner successivement autour des points 



CLASSIFICATION DBS POINTS SINGLLIEHS TRA^SCENDANTS 9! 

x j-> x j+2^ 7 points qui permutent la suite des determinations 



D'ailleurs, qnelque petit que soit p', on a, a partir d'une certaine 
valeur de A", | XJ+L\ < p'. II en r^sulte que, pour tourner autour des 
points Xj, x J+{ ^ . . on pent, au lieu de decrire le contour de c, 
suivre line spiiale qui s'enroule autour de I* engine et enlace 
les points Xj, x J+ \, . . . dans ses spires successive*. Cette spirale 
pourra converger d'autantplus rapidement vers I'origine que 
les points Xj, x l+ ^ . . tenrlront eux-memes plus vitevers o. 

Quel sera, d'une maniere precise, Peffet d'un tour effectue le 
long de c? Placons le point x (reli^ a 1'origine par un cheinin 
invariable) sur le contour de c, puis, partant de^cavecy ( ^, decn- 
\ ons unefoi* le contour de c dans un sens tel que nous franchise ons 
la coupure Xj avant de franchir la coupure x 3 _^ (Jig. 4)- La 
nouvelle determination obtenue en x sera yO+0 dans le cas OTA, 
apres avoir franchi la coupure #,, nous revenons en x sans avoir 
rencontre la coupure x J+ \ . Dans le cas contraire, la nouvelle deter- 
mination sera y<J+*> ( k > o). Mais I'entiei k sera, quel que sotfj, 
inferieur & un no mb re fixe m a moins que la difference de*> 
arguments de x^ XJ+K ne tende vers o lorsque ( ' ) j et k aug- 
mentent indefimment. Nous ecarterons ce dernier cas. [S'll se 
presentait (-), la spirale definie plus haul pourrait se reduire a une 
courbe qui convergerait vers Porigine sans b'enrouler une infinite 
de fois autour d'elle.] 

Dans ces conditions, nous allons obtenir un utile renseignement 
relatif a* la ou aux branches-limites de Tensemble des determina- 
tions (y) (voir Chap* I, 4)- Supposons (pour pouvoir apphquer 
le theorerne de la page 26) que le cercle F ne conlienne pas 
de points-limites d'intersections des branches (y)] puis consi- 
derons un ensemble partiel de determinations (jy) qui convergent 
vers une branche-limite Y f definie par la valeur Y ( 4 qu'elle prend 



( ' ) Nous supposoQS done que Tangle dont doit tourner Je rayon vecteur Oa:, 
lorsque (se mouvaut toujours dans le meme sens) if va passer success! veraent par 
les points critiques x ,..., a? 7 , augnaente lad^finitnent avec/. 

('} G'est ce qui arriveiait pour Pexemple du paragraphe IV si 1'on faisait le 
-changement de variable x s= ?"'. 
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en un point donn x. Je dis que cette branche-limite Y< est par- 
tout meromorphe dans le cercle T, sauf peut-&tre a I'orlgine. 

En effet, joignons (par une droite) le point x a un point quel- 
conque of de T. Nous sornmes assures qu'a partir d'une certaine 
valeur de Tindice k les caract^ristiques issues de x avec les deter- 
minations^*^ j^* 4 " ? sont toutes meromorphes au voisinage 
de a 1 . II en resulte que Y, n'a dans T d'autre singularite que 
peut-etre Fongine (qui est alors point directement critique de Y<). 

II est souvent possible d'aller plus loin et de montrer que (a 
fonction-hmite Y< est uniforme dans le cercle T. II en est ainsi 
en particulier lorsque 1'origine est une singularity transcendante 
de 1'espece qui nous occupe pour Tintegrale g^nerale de 1'equation 
different! elle 



ou / est uniforme au voisinage de x ~ o, y = Y. Nous nous con- 
tenterons d'^noncer ce r^sultat sans demonstration. 

Les points transcendants que nous 6tudions pr^sentent cette 
particularity qae Fordre de succession des permutations x } est un 
ordre d^termin^. En d'autres termes, il y a correspondance um- 
voque et r^ciproque entre un point critique et son consequent Xj+\ - 
Si done on considere &j+ { comme ^tanl une certaine fonction 
discontinue de Xj (d^finie pour les valeurs x { , x> ... de # 7 ), 
cette fonction est uniforme ainsi que son inverse. D'ailleurs 
on peut transformer cette fonction discontinue en fonction continue 
au moyen d'une formula d'interpolation. Plagons-nous dans le cas 
particulier ou I' on peut choisir la fonction continue de maniere 
qiHelle wit holomorphe (*) dans un cercle T ay ant pour centre 
le point transcendant que nous prendrons comme origine. Cette 
fonction (si Ton remplace x 3 par x} sera de la forme 

(fl) C^r 



(*) OD reconnaltrait ais^ment qu'il en est ainsi lorsque TeQsemble des branches 
est defini par une Equation diffdrentielle y'~f(oc<y)> oft / est m6romorphe 
pour a? VOISID de o ety ^gal aux branches (y). 
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et 1'on aura 



Par hypothese, les points # y con\ergent verso. Nous supposerons 
ici plus precisement que, quel que soit x dans un cercle F de 
centre o, la Jonction, v [<p. . [(#)] -] tende uni/ormement 
vet s o lorsque le nombre des <p superposes crott inde'finiment ( { ). 
Nous appellerons la fonction o periode des points critiques; la 
singularity transcendante que nous etudions estalorscaracterise'e 
par ce fait qu'il Lui correspond une periode des points 
critiques unique. 

L'exislence d'une periode des points critiques permettra d'ob- 
tenir simplement une representation de la foncti on y(x)^ analogue 
a celle qui a dte donnee page 77. 

Flagons-nous (je me bornerai a 1'etude de ce cas) dans Phypo- 

these ou le rapport 2il admet une limite non nulle et diffe'rente 

de i . Gette hypothese revient a admettre que le coefficient c { du 
d^veloppement (i i) n'est ^gal ni a o ni a i. JNous aliens chercher 
a faire un changement de variable 



jouissant de cette propriete que les e*galites 



entrainent, pour une valeur quelconque de Find ice , 
Nous anrons 

C l Ui 

et [en remplaQant x l+{ par < 



( J ) On pourrait presenter la meme hypothese sous la forme sutvante (que Ton 
demontrerait &tre equivalente) posons 4> (| o?| ) = l^a?! -+- \ c a a? 3 j -H. .. ; on 
suppose que la fonction <[<!>. .. [4>(| iz? [)].. ] tend uniforrae"ment vers o lorsque 
le nombre des 4> superposes croit indefiniment et que | as \ est mf^rieur a un 
certain nombre positif r. On voit que, si cette hypothese est satisfaite pour un 
certain sysleme de valeurs des | c |, elle est surement satisfaite pour toutes les 
valeurs momdres des |c|. Nous ne nous demanrierons pas ici s*il existe des points 
transcendants de 1'espece ^tudi^e ne satisfaisant pas aux diyerses conditions poshes 
ci-dessus; la question, toutefois, vaudrait la peme d'etre e*tudi6e. 
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Si nous identifions, dans ces deux egalites, les coefficients des 
puissances semblables des a?,, nous aurons, po ur determiner les k t , 
les egalites suivantes . 



Puisque c< n'est pas egal a i, les relations lin&ures (i3) pennet- 
trontde determiner successi\emenl k 2 , k<^ . . en fonction de k\ 
qui reste arbitraire (non nul). Ainsi, il sera toujours possible de 
calculer les coefficients de la sene (12). Reste a montrer que cetle 
serie est absolument con\ergente au voisinage de x = o. 

Pour etablir ce point, nous aurons recours a Fartifice sunant. 
Supposons que les modules des coefficients c,, c 3 , . . ., ^tantd'abord 
nuls, croissent a partir de o [cela de telle sorte que la fonction <p(a?) (*) 
continue a satisfaire dans T aux conditions ^nonc^es page 98], 
Lorsque les modules |e, |, \c 2 , ... sont trs peius, la s^rie (ia) 
converge certainement dans tout cercleF, int&rieur aT. Est-il pos- 
sible que, pour certames valeurs des c, cette s^rie cesse de con- 
verger dans F 1 et converge seulement dans un cercle T f concen- 
trique et int^rieur a T { ^ _ 

Je dis que cela est impossible. Et, en effet, appelant x un point 
quelconqxie du contour de F <? posons 

(14) ^=9(5), ^=tf>(ar'), ..., ^^^(^A-i)). 

D ? apres I 5 hypo these relative a la convergence uniforme de la 
fonction <p[<p ... [?(#)] .-], on peut toujours trouver un entier/c 
tel que le point # lA) correspondant a un point x quelconque du 
contour T { soit mteneur au cercle T 7 , La fonction A(o? 1 ^) sera 
alors holomorphe pour les valeurs consider^es des c. Or on aura, 
par definition, 



its qui ne peuvcnt ^videmment cesser d^tre v^nfiees lorsque 



( l ) Voir p. 98, note i. 
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les coefficients c varient d'une maniere quelconque a partir de o. 
II en resulte qne, si b(x ( ) est holomorphe pour certames valeurs, 
de #W, <L( &} est necessairement holomorphe pour les valeurs 
correspondantes de x. Done i(#) ne cesse pas d'etre holomorphe 
dans le cercle F f tout entier. c. Q. r. D. 

L'existence de la fonction A une fois tablie, nous sommes 
certains, puisque #<=^o, que la fonction inverse de fy est une 
fonction holomorphe de u au voisinage de u = o. Or, d'apr&s les 
calculs de la page 77, nous saarons exprimer les deux va- 
riables y el u en fonction uniforme d'un meme parametre t. 
Le probteme se irouvera done 6galemenl resolu pour les 
variables y el x. 



VI Definition generate des points de premiere espece. 

Nous avons insiste quelque peu sur le type le plus simple de 
points transcendants, celui dont nous avions rencontr^ un cas 
particulier aux pages 67^78. 11 nous sera facile mamtenant de 
passer a des types plus g^n^raux, en nous inspirant des divers 
examples tudis aux paragraphes III et IV. 

i Supposons, d'une maniere g6n6rale, que Ton puisse ranger 
Fensemble des determinations (y) [qui s'echangent entreelles, par 
les permutations Xj (*), dans UD cercle I entourant Porigine] en 
une s^rie tinilmeaire ou chaque determination ne figure qu'une 
fois ou un nombre fini de fois; supposons, d'autre part, que Ton 
puisse disposer les coupures d^finies page 89 de rnani&re qu'^t tout 
couple de deux determinations consecutives il corresponde une et 
une seule permutation 6l6mentaire ^changeant ces determinations : 
nous dirons alors que 1'origine est un POINT TRAHSCEHDA.NT DE 

MtERE 3ESPECE, DE LA 2HEMIEHE SORTE ET DU PREMIER. TYPE. 



( x ) Si 1'origine 6tait un point transcendant directementcntique r ily aurait uae 
jnfiaiUde points critiques confandus & I'ongine. Mais chaque nouveau tour d^crit 
autour de rorigme (6changeant deux ddlermj nations nouvelles) conslituerait une 
nouvelle permutation Nous consid^rerions done qu'autour de Poiigme s'operent 
ome infinite de permutations, les permutations .., jf l} x^ ..., x^ .. 
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Dans ces conditions P ensemble (y) sera umforme (au voisinage 
de Porigine) sur une surface de Riemann S, dont chaque feuillet 
sera relie au precedent smvant une ligne de croisement passant 
par un point critique unique. II y aura correspondance univoque 
et reciproque, d'une part entre les feuillets de la surface et les 
determinations de la fonction, d'autre part entre les lignes de croi- 
sement et les points critiques. 

2 Supposons qu'il existe un enseiiable partiel de d^termma- 
tions 71, Jj, ... (deduites les unes des autres par les permu- 
tations jcj) qui jouissent des proprietes enoncees ci-dessus, mais 
qu'en outre la determination^ soit echangee, par un nombre fini 
de permutations #,,<> a? y , 2 , . . ., ,,,*, avec un nombre fini de d^ter- 

xninations nouvelles yy,,, ^,2, , yifr q ui > de Ieur c6t ^' ne 
s'echangent (par permutation elementaire) qu'avec/y (les permu- 
tations ar 7? i, ..., x f ^ft constituent alorsdes impasses, comme il a et^ 
dit page ;3) : lorsqu'il en est ainsi, nous dirons que 1'origme est 

Un POINT TRAWSCE3VDANT DE PREMIERE ESPECE, DE LA PUEAIlEllE SORTE 
ET DU SECOND TYPE- 

Dans ces conditions, on pourra encore conslruire la surface de 
Riemann S; mais sur chacun des feuillets de cette surface (ou sur 
certains d'entre eux) la fonction (y) pourra acquerir nn nornbre 
fini de determinations. D'ailleurs, du groupe de determinations 
reprsent<ies dans le feuillet J* y , on ne pourra passer a d'autres 
groupes qu'a condition de franchir Tune des deux lignes de croi- 
sement qui relient 3 'j aux feuillets S^ { ou y+1 (c/. p. 76). 

3 Supposons encore que Ton puisse ranger i'ensembie des 
determinations (y) en une serie unilineaire . .., j'-i, JKo? y\t ? 
ou chaque determination ne figure qu'une fois (ou un nombre fini 
de fois), deux determinations consecutives quelconques tanl 
echangees par une permutation elementaire unique. A la serie des 
determinations (y} correspond alors une suite de permutations 

6lementaires . . ., #_,,, x^ x\, Mais supposons que dans cette 

suite ne figurent pas toutes les permutations que 1'on peut op&rer 
au voisinage de Porigine. Cela revient a dire [puisque toutes les 
determinations (y) figurent dans la suite ...jjKojJKn .]queofew# 
mSmes determinations (y)peuvent tre echangees par plusieurs 
combinaisons differences de permutations (cf. p. 78 et sui- 
vantes). LorsquM en est ainsi, nous dirons que 1'origme est un 
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POINT TRANSCEND \NT T>E PREMIEUL ESPECE, DE LA SEC OM>E SOIITE ET 
DU PREMIER TYPE. 

Dans ces conditions, {'ensemble (y) sera uniforme (al'intericur 
du contour eiitourant Forigine) sur une surface cle Rjemann S, 
dont chaque feuillet sera relie au precedent par une ligne de croi- 
sement passant par un point critique unique; mais sur chaque 
feuillet (ou sur certains feuillets) se trouveront des fentes (cou- 
pures mfranchissables) : ces fenteb joindront au contour de F 
les points critiques dont nous ne nous servons pas pour deduire 
leb unes des autres les determinations ...,y_ { , .Vo? y\-> ? en 
d'autres termes, les points critiques qui ne figurent pas dans la 

biiite ..., #_ij #0? &\-) 11 y aura correspondance uni\oque et 

re"ciproque entre les feuillets de la surface et les determinations de 
la fonction, mais non plus entre les lignes de croisement et les 
points critiques. 

4 Enfin, lorsque 1'ongine presente a la fois les particulantes 
qui caracterisent les deux derniers cas definis, nous dirons que 
Forigine est un POINT TUANSCENDANT DE PREMIERE ESPECE, DE LA 

SECONDE SOUTE ET DU SECOND TYPh. 



VII. Exemple de point transcendant de seconde espece. 

Je n'entreprendrai pas de donner ici la definition ge"ne>ale des 
points transcendants d'espece sup^rieure a la premiere. Je me 
contenterai de montrer par un exemple qu'il existe efiectivement 
de tels points. 

Consid^rons liquation diff^rentielle 



oCi A 2 et A 3 sont des polynomes en x dont Jes degre*s m* et m 3 
satisfont a Pm^galit^ m 3 ^am 2 +2. Gr^ce aux r^sultats obtenus 
au Chapitre II (p. 56-6o) ? il nous sera facile d'e"tudier le me*ca- 
nisme des permutations d'une branche d'int^grale de (i5) au 
voisinage de j? = oo. A. titre d'exemple, nous allons examiner le 
cas ou /w 3 = 2, d'ou r^sulte m 2 =o. Liquation (i5) peut s'e*crire 
en ce cas 

(16) *==*/, C 

B. 
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[car on pent toujours effectuer un changement de variable de la 
forme (, )) (x, V#) rendant les coefficients de </C et J?- 6gaux 

& i et 3]. 

Nous avons vu (p. 09) que sur Pensemble des caracterisliques 

de fi6) issues de Torigme avec une valeur initiate tres grand e 7 
se trouvent iw 3 -M (ici trots) points critiques que nous appelle- 
rons^y, #3, y , J? c ,y. Ces points sont d'autantplus loignes que \ y \ 
est plus grand, xi,j, x c ^ (Slant alors tres \oisinsdes racines (autres 
que #*,,) du polynome ^ 2^, r 

Menons par les points critiques d'une integrate des coupures 
rectihgnes joignant ccs points a Hnfim. Le systeme de coupures 
ainsi construit satisfait aux conditions de la page 89 * mais a une 
determination donnee correspondent, cetLe ibis (suivantles con- 
ventions adoptees p. 89), non plus deux, mais trois points cri- 
tiques pouvant permuter cette determination avec d* autres. 
Cette constatation nous suggere Tid^e de rapprocher 1'integrale ^ 
de la fonction 



au paragraphe III de ce Chapitre. 

Partant de 1'origine avec la determination ^/ d^crivons un lacet 
^mentaire autour du point x a ,j- Nous obtenons une nouvelle 
determination Cy+* a laquelle correspondent Irois points critiques, 
dont Pun est x a ^ * es ^eux autres ^,y+i, ^^,/+i etant respective- 
ment tr^s voisins des racines (autres que #,/) du polynome 
x* x\ r Par consequent, lorsqu'on opere la permutation x a ^j, 
les points critiques x?>,j, x CiJ subissent des deplacements qui, si 
I'on a pris \ x a ,j \ a'ssez grand, sont arbitral/ etnent petits par 
rapport a \ JTI,^ |, | x e ^ [ 

Tragons alors dans le plan des C tin cercle D de rayon assez 
grand pour que, lorsque ^ y est ext^rieur a D, les points cri- 
tiques x a ,ji Kb,], %c,j soient tous sup^rieurs au nombre / d^fini 
page 56 (ce qui assure la l^gitimit^ des calculs des pages 56-6o). Par- 
tons d'une valeur initiate ^ y exterieure a D et operons une s^rie 
de permutations ^lemenlaires qui nous ramenent a Porigme avec 
des determinations Cy+u ?y+2 7 - toutes exUrieures ^ D. Nous de- 
signerons respectivement par r rt ,7+#j ..., %c,j+k les trois points 
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critiques correspondant a. /+ A qui sont voisins (comme nous venons 
de le voir) des points critiques x a ,j+(*-.\), -.-, #<v+c*-<) corres- 
pondant a ^y + ^-o- Op&rant ainsi de proche en proche a partir 
de y , nous ferons correspondre a chaque determination /+* un 
point critique et un seul de chacune des series a, 6, c. 

Gela dit, designons par le signe (to) la quantite dont s'accroit y 
lorsque Ton opere, a partir de ?y, une permutation de la serie a 
same d'une permutation de la serie b : ce que nous exprimerons 
par 1'egalite sjmbohque (cf. p. 83) 

(w) = (a, b) 
Posons de mme 

- (coj = (*, a), (cu 1 ) = (b, o), - (') = (c, 6). 

Si nous appelons ^ la determination deduite de ^ par une per- 
mutation ^lementaire operee, par exemple, autour dn point cri- 
tique de la s^rte a, toutes les determinations y^h seront donn^es 
par les deux formules symb cliques 



(17) 

( a/) 



m <? ;? 4 , m 2 , "2, ^tant des entiers positifs ou ndgatifs. Tout se 
passe jusqu'ici comme dans 1'exemple de la page 83, ou 1'on trou- 
vera Texplication des symboles que nous employons ici. Mais, 
dans les formules de la page 83, les combinaisons de permuta- 
tions (co), (to') satisfaisaient a une relation remarquable qui nous 
avait permis de rassembler tous les termes en (o>) et tous les 
termes en (a/) : c'^tait, a savoir, la relation de commutabilit^ 

<i8) ((co), (') = ('),()) ou (a, b, c, a, b, c) = o. 

Aurons-nous, dans le cas des mtgrales ?, une relation sem- 
blable? 

Pour effectuer successivement les permutations (a, 6, c, a, &, c) 
il suffit de s'^loigner de 1'origine vers 1'infini le long d'un rayon, 
puis de tourner deux fois dans un sens convenable autour de Pin- 
fini. Se peut-il que ces deux tours decrits autour de Pinfini ne 
znodifient pas la valeur de C? 
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Nous savons que les caracteristiques issues de Torigme avec la 
valeur initiale / ne sont pas indeterminees pour x = &, mai& 
deviennent infinies comme x* [egalite (28) de la page 07]. Posons 
alors 



la branche d'integrale 6 que nous considerons an voisinage de I'm- 
lini y prend une \aleur fime. Faisons maintenant x= <T 2 . Dire 
que 1'integrale fime 9 n'est pas alteree lorsque x d6cnt deux tours 
autour de x = 30 revient a dire que cette integrate 8 est une 
fonction holoniorphe de < au voismage de % = o. Or, un calcul 
facile montre que 9 satisfait a 1'equation 



(19) 



Cette equation admet une infinite d } mtegrales 9 ^gales a i 
pour 5 = o; mais I'origme est en general pour ces integrates 
un point singulier transcendant. Cest 14 un fait que Ton veri- 
fiera aisement en substituant a 9 un d^veloppexnent holomorphe 
a coefficients indctermin^s 



et constatant que ce developpement ne saurait satisfaire a liqua- 
tion (19). Liquation (19) appartient au tjpe d'equations que nous 
etudierons aux pages 124-1^6; pour representer ses mt^grales il 
faudraitfaire appel a un developpement procedant suivant les puis- 
sances de i et de log. 

Conclusion : la relation fie commutabilite (18) n' est pas satis- 
faite pour les integrates C Deslors, dans les forxnules (17), nous 
n'avons pas le droit d'intervertir 1'ordre des termes, et, pour d- 
duire les unes des autres Tensemble des determinations d'une 
int^grale ZJ, il faudra que nous revemons ind^finiment sur nos pas 

(of. p. 85). 

L'origine, par consequent, n'est pas, pour liquation (i5), un 
point de premiere espece. 
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VIII. Point d'espece superieure degenerant en point 
de premiere espdce. 

Donnons une derniere application des methodes developpe'es 
dans ce Chapitre en disant quelques mots de Pequation (*) 

(20) sz r = ^TZ -h r, 

qui appartient a la categoric etudi^e aux pages 60-64 [equation (i 5) 
ou //i 3 ^2m 2 ]. 

Posant z = a? 2 -}- 9, nous avons obtenu une valeur approch^e de 
la tranche d'inte'grale 9 qui prend en un point # (superieur a un 
certain nombre r) une valeur initiale C 2 plus grande que 2 r 2 (p. 60). 
Cette valeur approchee represente 9 sur tout chemin direct (crois- 
sant ou dcroissant) issu de ar , sauf a Tinterieur de deux cercles Ci , 
C 2 ayantrespectivement pour centres les points 2? = iC, x 1 = ?C, 

et pour rayon p = 2/' 4 |C| (p. 6r). D'aillears Ja branche d'int- 
grale consid^r^e ne pr^sente aucun point critique a Fext^rieur et 
sur le contour des cercles c^ c 2 . 

Appelons Z la valeur ( 2 ) a 1'ongine de la caract&ristique z issue 
de AT O avec la determination x~ Q -\- C-. Suivantnotre m^thode habi- 
tuelle, nous allons chercher a determiner les points ciitiques 
situes sur L y ensemble des caract6ristique$ issues de I'origine 
avec la valeur initiale Z . 



LBMME. Consir/erons I* equation 
(21) ZZ^ 

dont V integrate g&n&rale est 



<22) Z -rIog(Z-h -r =(#4- A) (h = CODSt 

x 



( 1 ) Afin d'arnver ^ un r^sultat simple, nous prenons comme example une Equa- 
tion mt^grable Lafonction x de 6 = & a? 2 est en effet definie par une Equation 
de Riccati que Ton salt integrer. 

( a ) Cette valeur crolt md6finiment avec C d'apres T6gaht6 (36) de la page 65 
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Pour une valeur donn^e de A, 1'integrale (22) admet comme 
points critiques (points ou Z s'annule) Ies points 

/ij= l - log-i h. 

rr~ * 

Ces points (tous situes sur une m6me droite) convergent ver& 
Tinfini, et nous a\ons dejd decrit en detail ( IV) le m^camsme 
des permutations qu'ils opercnt. 

Con<5id^rons, en particuher, Fensemble des caractenstiques 
issues de Torigmc avec une Aaleur initiale Z . Pour cet ensemble, 
deux des points v\ L seulement seront critiques (voir p. 86-87), 
soit Ies points r i0 et Y M . Supposons dc plus que, partant de o avec 




la valeur Z , on decrive (dans le sens de la fleche) uncontourfermeF 
entourant Ies points T) O , TJ I (fig- 5) ' ce contour operera (^) une 
permutation unique, sa\oir la permutation (Z 03 Z.., ) qu'op^rerail 
un lacet elemenlaire decrit autour du seul point critique r\ . En 
d'autres termes, si nous appelons Lie contour o, F 7 o 7 , /, o (fig. 5) 
compost du contour T et d j un lacet ^I^mentaire decrit autour 
de Tjo, nous pouvons affirmer que la branche d'integrale Z isiue 

de Vongine avec la valeur Z est holomorphe a I'inteneur 
deL. 



( x ) G'est la une consequence immediate des rsullais obtenus page 87, d'apres 
lesquels ^o permute Z^ et Z , r u permute Z , Z p etc II faut, il est vrai, pour que 
ces r^sultats s'apphquent a Tongme, que I'origme sojt situ^e d'un certain c6t6 
de la droite qui joint Ies points critiques 7j t Si elle 6tait de Tautre c<5te", tous Ies 
points TJ^ seraient critiques pour Tensemble de caracteVistiqueb que nous consid^- 
rons ( p. 87) ; mais cette circonstance ne saurait se presenter ici, car notre ensemble 
de caractenstiques, ^tant conforme aux r&ullats de la page 62, ne pr^sente pas 
de points critiques 1'exterieur tfun certain cercJe c. 
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Ces remarques faites, considerons Fequation auxihaire 



ou u est an parametre variant de o a i. Cette Equation coincide 
avec i'equation (20) pour [j. = i et avec liquation (21) pour u=o. 
D'ailleurs les resultats des pages 6o-6{ lui bont apphcables. Posant 
done 



dtermmons C^ par 1'egalite P M ( !r) + Cjj = o qui donne 

C=: -x~ = G 2 , et appelons Z ,p la valeur a P engine de la 
caractenstique 5y de (28) issue de # a vec la valeur initiale 
Pix(ffo)H-Cji. Nous savons que 1'ensemble des caracteristiques 
issues de 1'ongme a\ec la valeur Z o ne pr^sente aucun point cri- 
tique a Texterieur de deux cercles de centres iC^ ce/cles qui 
coincident avec le:> cercles c^ c 2 de finis page 101. Nous allons 
en conclure que V ensemble des caracteristiques issues de Von- 
gme avec La valeur initiale Z Q ^ preterite deux points critiques 
et deux seulement dans le cercle c\. 

Partant de o avec la valeur Z ^, suivons dans le sens de la 
fleche (y?g. (J) le contour ferm Oa { c\a\ compose du segment 
rectiligne oa deux fois parcouru et de la circonference c { . Je dis 
que nous nous trouverons op&rer line permutation unique, c'est- 
&-dtre la permutation qu'opererait un lacet elementaire decrit 
autour d'un seul point critique V\Q^* 

Eneffet, donnons aZ 0j0 (= Z ), dansle lemmede toutal'heure, 
une valeur telle que TI O soit interieur a c< : d'apr^s ce que nous avons 
vu, la proposition nonce est bien vraie pour fx = o. Lorsque 
ensuite p. croit de o a i ? le point critique f\ Q ^ se d^place avec 
continuity a partir de 7^0, sans sortir d'ailleurs du cercle c\ (puisque, 
quel que soit JJL, Fensemble des caracteristiques que, nous consid^- 
rons ne presente aucun point critique sur le contour de c,). De 
plus, 7) 05M . est toujours [d'aprfes la forme de Tequation (23)] un 
point critique simple de s^. II en r^sulte que, si nous appelons I 
un lacet elementaire issu de a { et decrit autour de 7i 0jpL , nous 
pourrons (lorsque p, variera) deformer ce lacet avec continuity de 
telle sorte que les caract&istiques qui s'annulent envjo^n 
sentent jamaib aucun point critique sur le contour de L 
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Appeloas alors L le contour a^ Ci, a!^ I, a^ (fig* 6) compose 
du contour c { el du lacet /, et considerons dans ce contour la 
tranche d'integrale qui, au point <7 n est egale a la caractenstique 
issue de a\ec la valeunnitiale Z ^. Celte branch eestholomorphe 
dans L pour [JL= o, et, puisqu'elle n'est jamaib srng-uliere sur le 
contour L, elle reste holomorphe dans L lorsque [j. croit de o a i. 
On en conclat que la permutation operee par le contour c\ equi- 
Taut a la permutation operee parle lacet elemenlaire /. 

Imaginons alors que noub decrmons nne sene de tours sur le 
contour c, dans le sens direct : nous nous trouverons operer une 
serie de permutations eJementaires (une par Lour") autour 

Fig b 




points 7| ,{i, TI,^, ..., et &i, apres chaque tour, nous nous rendons 
a Torigine le long du rayon a\ o, nous j obtiendrons la suite des 
determinations Z i3 ^, ^2,^5 Nous en concluons imm^diatement 
que I 9 ensemble des caracteristiques issues de Forigine avec la va- 
leur initiale Z/s^ presente dans c { deux seuls points critiques TJ^JL 
et 7i(A+<j,|f 

Les raisonnements qui precedent s'appliquent au cercle <?< 
pour JJL^ i . Nous pourrons faire les m^mes sur le cercle c 2 , et nous 
aboutirons aiors aux conclusions suivantes, ou Ton pourra faire 
[x = i: 

i L' ensemble des caracteristiques (s) issues de I'ongine 
avec la valei/r initiate Z presente (dans le plan des #) quatre 
points critiques et qaaire settlement, dont deux sont & V mte- 
rteur de c\ et denx a V inter leur de c 2 . 

2 A partir de la valeur Z , ddcrivons dans le sens de la 
fl&che (fig, 6) un contour ferm<, L <7 ainsi compost : le seg- 
ment ofli, le contour c l? le segment a { a 2 , le contour c 2 , le 
segment 2 o; d^crire ce contour revient i operer deux permuta- 
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tions Clemen taires , la premiere autour d'un point critique TJQ^ 
situe" dans c j? la seconde autour d'un point critique TJ^ situ6 
dans Co. Mais, d'autre part, I'ensemble des caracte*ristiques (5)0 
pour lequel les points v) ^, Vo,y. sont critiques ne presente aucun 
point singulier (p. 101) a Fexteneur des deux cercles c^ c * par 
consequent, d^crire le contour L 1 ci-dessus defini revient a faire 
de*crire a x un tour complet autour du point x = oo. Je dis que 
V ensemble des caractenstiques (s) est holomorphe & Vinfini, 
en sorte que le contour Lj nous ramene a Forigine avec z = Z . 
Pour le verifier (cf. p. 100), il suffit de se rappeler que 
9 (=5 x*) tend vers une valeur fmie pour z egal aux caracte- 
ristiques (^)o et x tendant vers Tiniini (p. 63) : d'ailleurs (p. 60), 
6 satisfait a liquation different! elle 



bi 1'on pose alors x = %T { , le theoreme de Cauchy montre que les 
inte"grales 9 qui sont finies au point ! == o sont holomorphes au 
voisinage de ce point. 

Ainsi le fait suivant se trouve etabli : la permutation elemen- 
tal?^ op&ree autour de V ,i/. equivaut & la permutation elemen- 
taire op6ree autour de f[o^ On obtiendra, des lors, toutes les 
determinations d'une ni^me integrate z en tournant autour des 
seuls points critiques .,., VU<,JM ^o,^ ff \^^ q ue nous avons 
obtenus tout a Theure. Ces determinations se rangeant d'elles- 
m^mes en s^rie unilin^aire, nous constatons que L'origine est, 
-pour les equations (a3) et (20), un point transcendant de 
premiere espece. C'est un point de la seconde sorte et du pre- 
mie i type (voir p. 97). 



CHAPITRE IV. 

POINTS SINGULiEKS DE BRIOT ET BOUQUET. 



Le Chapitre precedent a surlout fait ressortir 1'immense mnlti- 
plicite des cas que Ton aurait a envisager si Ton tentait tine classi- 
fication complete des points singuliers transcendants. Ayant jet 
ce coup d'ceil cl'ensemble stir les routes a explorer, nous allons 
considerer, un moment, une famille de points singuliers aujourd'hut 
classiques les points jadib eludies par Bnot et Bouquet ( ). Quelle 
est la place de ces points dans notre classification generate? Com- 
ment en retrouverons-nous les proprietes en nous placant au point 
de vue que nous avons adopte dans ces Lemons? Si Ton y regarde 
de pres, on s'apercevra que les points de Briot et Bouquet appar- 
tiennent, en realil6, a des types tres divers, types qui ne seraient 
pas comparables entre eux si leur etude n'avait ^te envisagee d'un 
point de vue tres special (cf. Introduction, p. 3). Aussi n'est-ce 
qu'une classe de ces points que nous allons etudier, classe a la 
v6rit6 importante, 

Consid&rons liquation diffdrentielle 

dv 

(0 a^-4-A 3 jK 3 -i- ^3724- A^' + Ao+A^iy-i -h ..= o, 

equation qui peut encore s'ecrire 

(2) yss^- 1 , izz'= A 3 H-A 2 s -h A a J 2 -H A ^ 3 4- .V-.]^ 4 -!-. . . 
Supposons que 1'origine soit un zdro simple du coefficient A 3 , 



( l ) Recherches sur les proprietes des fonctions deftnies par des equations 
dffi'rentielles (Journal de I'ficole Poly technique, t XXI, 1866) Les points de 
Bnot et Bouquet ont et6 Studies par MM Poincare, Picard, Autonne, Bendixson, 
Hora, Dulac, etc, CoasuRer a ce sujet Particle de M Pamlev6 <i^ns VEncycto- 
padie der Mathemat. Wissensck. : Gewohnhche Differentialgleichungen, t. II. 
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le second membre de (2) etant d'ailleurs holomorphe au voisinage 
des valeurs o de x et c. Dans ces conditions, Pongine est, en gene'- 
ral, un point singulier transcendant des integrates z (yoir p, 12). 
Nous allons nous proposer d'etudier 1'allare de ces integrates au 
\oisinage de x = o. 
Soient 



Lorsque x et r sont tous deux trcs petits, les termes preponde- 
rants dans 1'dquation (2) sont les Lermes 255', a^r, (3^. Or, liqua- 
tion limitee a ces Lermes se trouve coincider avec 1'equation dont 
nous avons fait une etude detaillee aux pages 6^ et sujvantes. 
Nous prendrons done cette equation 

(3 ) ijsz' y.x H- |3s 

pour point de depart, et, d'apres ses propriet^s, nous distinguerons 
a pi ion divers cas. 

Reportons-nous (p. 6^) aux exposants 



qui figurent clans 1'expression de Tintegrale generale de 1'^qua- 
tion (3). Noub avons vu que ces exposantb satisfont a la relation 
in van ante 

JL J _ 
\\ X 2 



il en resulte que les parties reelles de \\ et X 2 ne sauraient 
toutes deux positives. D'ou les cas suivants (* ) (le syrnbole 3l signi- 
fiant par tie reelte] : 

(A) A(X!)>O A(X 2 )<o 

1 \i el\ 2 complexes; 2 ) M et X 2 re*els irrationnels ; 3 X< et ). 2 
reels rationnels. 

(B) 



( l ) II fdut ^carter le cas ofc Ton aurait \ = o>, X a = i; car, en ce cas, a serait 
nul et Pongine ne serait plus un z^ro simple de A 3 
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i X i et X a complexes; 2 \ { et \ 2 reels irrationnels ; 3 ) H et ), 2 
reels rationnels. 

(G) ) M = X>=o. 

Je me contenterai d'examiner ici les cas les plus simples et les 
mieux connus : ceux ou ) M et X 2 sont complexes, et celm ou ces 
quantites sont r^elles et de signes contraires. 

I. Valeurs des caracteristiques a Uorigme. 

Pour ^ludier Fequation (2) nous aurons recours a Fequation 
auxiliaire 

qui renferme un parametre p. variant de o a i, et qui coincide avec 
liquation (3) pour [i = o, avec liquation (2) pour [A = I. Nous 
^tudierons (*), en premier lieu, Failure d'une caracteristique aux 
environs de # = o. Puis nous determinerons le mecanisme des 
permutations qui s'operent au voisinage de Forigine, et nous recon- 
naitrons que ce mecanisme est exactement celui que nous avons 
d^crit plus haut aux pages 74-76. 

Commengons par F^tude des caracteristiques. Nous savons \yoir 
Fint^grale g^ndrale (3) de la page 74] que, pour JJL= o, les deux 
caractdristiques z de (3) qui s'annulent en un point critique x\ 
tr^s voisin de Forigine restent tres petites tout le long du rayon 
x\ o. De plus, lorsque les parties r^elles <ft(Xj ) et <jR.(X 2 ) sont n^- 
gatives, ces deux caracteristiques sont differentes de o et holo- 
morphes a Forigine; lorsque <&(!<) est positif, Fune des caract- 
ristiques issues de x { s'annule ^L Forigine comme xw^ Fautre est 
non nulle et holomorphe. Je vais ^tablir que ces particularites 
subsistentquand le parametre JJL varie avec continuity a partir 
de o. 

Pour p, voisin de o, les caracteristiques z issues de x\ resteront 



(*) C'est cette ^tude que nous avons appeUe, au Chapitre II, tude de la 
croissance d'une brancke d'integrale. II s'agit de conside'rer les branches indi- 
viduellement avant de passer ^ T6tude de leurs ^changes. 
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tres petites au voisinage de Tongine, et il en sera ainsi tant que 
| p.|<i, a condition que x\ soit interieur a un cercle F de centre o 
suffisarnment petit. En efiet, soit x un point de F : si, quelquepres 
de Torigine que soit x, les caracteristiques considerees avaient 
en x un module superieur a un nombre fim A, il resulterait du 
theoreme de Cauchy applique a 1'equation (4) que ces caracteris- 
tiques seraient holomorphes autour de x dans un cercle de rayon 
fini; elles ne pourraient done admettre comme point critique un 
point x { arbitrairement \oisin de Pongine. Ainsi, les caract6ns- 
tiques z sont arbitrairement petites lorsque le rayon de F est lui- 
mme asse^ petit; on peut done toujours determiner F de mani&re 
que le second membre de (4) converge absolument dans ce cercle 
pour z egal a Tune des caracteristiques qui s'annulent au point x { . 
Faisons le cbangement de variable z = x \j^ de inaniere a mettre 
I'equation (4) sous la forme 

(5) #'=:- 

Les termes nonecrits forment un developpement ( 1 ) procedant 
suivant les puissances de x\J^ = z, lequel converge absolument 
dans F pour z egal aux caracteristiques que nous considerons. 

D'ailleurs, ^ ; A^ ^ et tous les termes qui figurent dans 

les crochets contiennent x en facteur. Nous pourrons done tou- 
jours prendre F assez petit pour que les caracteristiques satis- 
fassent dans ce cercle a Tinegalite 

s etant un nombre donn arbitrairement petit. Dans le cas parti- 
culier ou |J^| serait borne, on pourrait de plus determiner le rayon 
de F de mani&re que 1'on ait dans ce cercle 



(7) |rH-aC-p/C-a| 

h etant un nombre fini independant du rayon de F. 
Cela pose, soit d'abord JH^) < o, A(^a) < o. 



( l ) La so name de ces termes est de la forme . x y/5 x d^veloppemeat par rapport 
aux puissances de s 
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Consid^rons, sur un rayon aboulissanl a Torigme, le dernier (') 
point critique x { presente par tine caracteristique . Le long du 
rayon ^n (les exlr^mltes exceptees) les theoremes de continuile 
sont applicables a la caracteristique . Or, nous savons que, pour 
u,= o, t est infini et meromorphe a 1'origme. Je vais en conclure 
fallen est encore ainsi pour IJL rel et \oisin de o. Plus genera- 
leinent, je <hs que, si la proposition est vraie pour p.<[x / <i, 
elle ne saurait cesser d'etre vraie pour [j. = p.'. 

En effet, on suppose que, pour JJL = \t! e (s arbstrairement 
petit), la caracteristique fqui admet ^< comme point critique) 
est infinie a Forigine et Ixolomorphe au voisinago de a; = o le long 
de & { o ; des lors on peut determiner tin nonibre p tel que 1'on ait 
sur #, o, pour | x p et JJL < [X 7 , 



H etant un nombre donne arbitrairement grand. Partons d'un point 
J de x { o ou Ton ait cette megalith : on aura sur x o 



8 tant arbitrairement petit avec p, et, dans ces conditions, Tine- 
gall t^ (6) donnera 



Int^grons entre x et o : nous obtiendrons 



Or, lorsque x' tend vers o (^restant fixe), I logo? 2 T est tres 
grand par rapport a S|log|^| 1^ : rmgalit obtenue exige done 

que log^, etpar suite JJ, deviennent infinis a Torigine tandis que o? 
reste fini c. Q. F. D. 



Soil maintenant <&()M) > o, &(i a ) < - 

Nous savons que, pour pi = o, 1'une des caract^ristiques ^ issues 

( J ) Le plus rapproch^ de 1'origaae. 
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de x { est infinie a Forigine. La demonstration precedente prou- 
vera done qu'il en esl encore amsi quand JJL croit a partir de o. 

Consid^rons, d'autre part, la caractenslique ^ qui pour JJL= o 
tend vers la valeur finie w* . Tout le long de x { o celte carao 
teristique est une fonction continue de JJL au voisinage de \L = o. 
Nous pouvons done determiner le rayon de f et les nonibres p 
et u! de maniere que pour x\ interieur a T et [A^jJt 7 on ait, 

lorsque \x \ < p, 

ICp wfKe, 

e etant un nombre donne arbitrairement petit. Prenant alors [JL^JJL', 
consid^rons sur x< o un point x arbitrairement voisin de Forigine, 
ou ^ prenne la valeur ^ voisine de (p^? et appelons <v>- (le long 
de a?o) celle des caract^ristiques de liquation 

(8) a^-aS 



qui est egale a ^ au point x. Toujours en vertu des lois de conti- 
nuite, cette caracteristique PP- a 1'origine est \oisine de ppj ; elle 
y est done ^gale a w~ { [puisqu'elle ne saurait^tre qu'mfinie ou 4gale 
a w~ { (p. 1 08)]. D'ailleurs, on aura sur XQ. 

(9) \w WiKs', 

s x ^tant arbitrairement petit en m^me temps que e. 

Posons maintenant p,= PP 2 + 9. Nous pourrons remplacer 
par le d^veloppement 



lequel converge pour 6 voisin de o. 

En particulier, nous pourrons toujours prendre s assez petit 
pour que les in^gahtes (9) et 

(10) |0j<S<e 

entrainent ( { ) 



(') On le v6nfie en d^veloppant, par rapport dux puis&ances de (w <v t ), les 
coefficients , g^ du developpement de y^ 
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D'ailleurs, |^| est par hypothese fini sur x^o. Des lors, on 
pent determiner le rayon de T de maniere que Fon ait sur xo 
Fmegalite (7). Et, par consequent, si Von a pris x assez petit 

pour que hx soit infeneur a ^-^, on aura le long de xo 

CpH-a^-l 

Si, mamtenant, nous nous rappelons que tv- satisfait a liqua- 
tion (8), que ^= '* + 6 et que \ { = 2 H ! -> nous pourrons 

ecrire ce r^sultat sous la forme 



(i i) sera satisfaite le long de xo a condition que 
Tin^galite (10) soit elle-m&ne satisfaite sur ce chemm. Or 9 est 
mil au point x. Done (10) est satisfaite au voisinage de x sur un 
certain segment xx 1 de xo. Integrons Tin^gaht^ (i i) lelongdu seg- 
ment xx f . Tout le long de ce segment on a 



<i> etant un nombre positif constant. Des lors, nous aurons, puisque 
>O et 8^ = o, 



-). 



II est clair que, si e' et a: (par suite x 1 } sont assez petits, cette 
incSgalite' entratne, a fortiori, 1'indgalite (10). On est done con- 
duit a une contradiction ( { ) en supposant que 1'in^galite' (10) cesse 
d^tre satisfaite en x l \ en d'autres termes, les ingahte"s (10) et (i i) 
sont v^rifides tout le long de xo, et ^ ^est mf^rieur a 3 a 



( * ) Raisonnement d^ji employ^ p. 4^ et 49- 
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Torigine. Ce re"sultat est valable d'ailleurs, quelque petit qua soit x. 
Or, si nous f aiso ns tendre x vers o, nous pouvons prendre S 
de plus en plus petit. Done Cji est ne"cessairement e*gal a w\ 
pour x = o. 

Gette demonstration e*tablit que, si Ton a ^(0) = w^ pour p. = o, 
on a encore cette egalite pour [^[A'. De proche en proche, elle 
etablira que ^(o) reste egal a w\ tant que [A^I. c. Q. F. D. 



II. Etude du cas R(X i )> o, <a(X 2 ) < o, 
) M et X 2 complexes. 

Considerons Pensemble des caracte*ristiques z de liquation (4) 
issues de Forigine avec une valeur initiale a voisine de o. 

Lorsque [A=O, cet ensemble jouit de la proprie"t suivante, 
mi^e en lumiere par 1'analyse de la page 72 : il ne pre*sente dans 
toutle plan qu'w/z point critique a?,, d'autant plus rapproch^ de 
Uorigine que a est plus petit. 

Les lois de continual, applicables partout sauf au \oisinage de 
1'infini (^5 montrent que la proprie*te subsiste pour JJL voisin de o. 
On peut done trouver un cercle F de centre x = o et des nombres 
p. M a { tels que, pour | p.| < [^< et | a \ < a^ I' ensemble des ca- 
ract&ristiques issues de I'origine avec la valeur initiale a ne 
presente qu* un point critique dans le cercle F. 

Tra^ons un cercle y concentrique a F, contenu dans F, mais 
contenant x { . Soient, d'autre part, x un point fixe et z la valeur 
en x de Tune quelconque des deux caracteristiques issues du 
point x { avec la valeur critique o. Nous allons chercher une 
expression analytique qui repr^sente z pour les valeurs de x com- 
prises entre les cercles y et F. (Nous prendrons F assez petit ( 2 ) 
pour que le second membre de 1'^quation (5) converge absolu- 
ment en un point quelconque K du cercle F pour z = z et | [x | < i .) 

Nous remarquerons d'abord que, si [X| et \x\ \ sont suffisam- 



( 1 ) II n'y a pas a s'occuper de I'origine, puisque les caracteristiques conside- 
rees y sont holomorphes (si a n'est pas aul) 

( 2 ) Gela est toujours possible d'apres les remarques de la page 109. 

B. 8 
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ment petits, fa valeur initialed sera (pour \ [x | < ^ ) ires voisine 
de <r 2 #- Reporlons-nous, en effel, a Fmtegrale (3) de la page 70, 
qui n'est autre que Tintegrale generale de (4) pour u. = o. Afm 
d'obtenir des caracteristiques qui presentent des points critiques 
arbitrairement pres de Torigine, il faut, dans cette integrate, 
donner a la constante C des valeurs de plus en plus grandes; or, 
Tegalite (3) de la page 70 inontre que, lorsque |C| croit mde"- 
finiment, w tend vers w quel que soita?. 

Donnant alors a |<JL| une valeur quelconque infer wure a p. i9 
prenons Pequation (5) et faisons-y 



En developpant v/s par rapport aux puissances de u et nous rap- 
pelant la valeur de L>, noub mettrons Tequation (5) sous la forme 



(12) 

les e ^tant des coefficientb que nous nous dispenserons de calcu- 

. M 2 

ler. Appelons ~u la laleur initiale (voisine de zero) a = ^- w\. 

Le second inembre de (12) converge absolument pour u voisin de 
zero et pour x interieur au cercle T ; il converge, par consequent, 

pour x et u voisins de x et u. 

Cela pose, introduisons Tequatzon airdliaire 



ou v est un paramelre que noti& ferons vaner de o a i. 

Le coefficient difierentiel uf est une fonction holomorphe des 
trois variables x, u, v, pour u voisin de w, et pour x voisin de o 
el^mais non nitL Dans ces conditions, les the"oremes de conti- 
nuite perraettent de developper par rapport aux puisbances de v 
(autour de 1'origine, smon en son voisinage immediat) TinL^grale u 
de (i3) qui est e"gale a w an point x. Gette inle"grale sera de la 
forme 



el les coefficients u (voir p. 37) seront ddtermin^s par les equa- 
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tions diflerentielles Imeaires 

x u\ = X 2 Ui -+- termes en x^ # 2 , . , 

. x u^ = X.) w*-i- termes en 

(ii>) 

' ^ teimes ea 



les seconds membre& de ces equations 6tant, par rapport a u^ 
o, . . , des poly names dont les coefficients sont convergents tant 
que le second membre de (12) est lui-m&me convergent. 
La premiere equation (i5) adniet Pintegrale generale 

Ui =s h&^s-t- x [io-t- l\\& -h. , .] (h constante aibitiaire), 

la fonction entre crochets elant hoJomorphe (*) dans le cercle F. 
Portant cette valeur dans la seconde equation (i 5), nous oLtien- 
drons 1'mtegrale generale 



h\ 6tant une constante arbitraire et les fonctions entre crochets 
etant holomorphes dans F. Mais nous avons le droit de supposer 
que /2 t est mil, de mgme que toutes les constantes arbitrages qui 
figurent dans les d^veloppements de w 3 , 4 , etc. En efFet, il est 
clair qu'il nous suffit de conserver dans 1'expression gnrale (i4) 
de 1'mtegrale u une seule constante arbitraire h\ cette constante 
sera d<terinm<e de mamere que u prenne une valeur initiale 
donn^e ( 2 ) a en un point donn6 x. En poursuivanl alors notre 
calcul, nous v^rifierons sans peine que u^ est de la forme 



et, d 7 une manure generale, que U& est de la forme 
WA=**[k<H-- l-f-^-'A^-l/io-*-- ] + -HarM-iarU 
les fonctions entre crochets tant holomorphes dans F. 

(*) Le calcul qui donne I'mt^grale g6n6rale de la premiere Equation (i5) 
montre en effet que la fonction / I0 -t- U J?-K. converge autour de a; = o, dans 
le cercle od le second membre de Inequation est lui-menie convergent. De meme 
plus has pour les diveises fonctions qui sont enlre crochets dans 1'expression 
de u k 

( 2 ) La valeur de x\^ et par suite celle de h y ne sera deternun^e qu'a un mul- 
tiple de 2e ?t1t * pres. Pour la determiner tout & fait, noas sapposerons que dans 
on preane pour log^ la determination de plus petit module. 



H6 CHAPITRE IV. 

Donnons en particular a 5 ou & H ( = =r^ w\ J une valeur 
repondant aux conditions enoncees page n3, en sorte que 1'en- 
semble des caract^ristiques issues de^avec la valeur u ne pr^sente 
aucun point critique dans la couronne circulaire S limilee par les 
cercles y el T. Alors, d'aprs les lois de contmuile, le developpe- 
ment (r4) reste absolument convergent dans la couronne , quel 
que soit v entre o et i. On en conclul que ce developpement est 
une fonction holomorphe des trois \ariables v, x, hx^ pour | v | < i , 
x situe dans T, et | hx** \ inferieur a un certain nombre a-. En par- 
ticuiier, pour v= i, la btanche d' integrals dejinie par la valeur 
initiale u est developpable, dans la couronne S, par rapport 
aux puissances de x et hx^*. 

Lorsque h prend la valeur particuhere o, le developpement (14) 
converge dans tout le cercle T ? et repr^senle une integrals par ti- 
culiere U cjui est nulle a I'origine et holomorphe dans T. Nous 
appellerons Z, (= x v/^4-U) Tmt^grale correspondante (nulle et 
holomorphe & Fongine) de 1'equation (4). 

Soit maintenant h different de o. Lorsque #, dans la couronne S, 
d^crit un tour autour de Porigine, hx^ change de valeur : plus 
prtcis&nent, la conslante h est niultipliee par #**"&*. Supposons, 
pour fixer les id^es, que le coefficient de i dans >, 2 soit posilif, el 
tournons dans le sens direct : alors, a chaque tour, le module de h 
decroit, et le developpement (i4) ne cesse pas d'etre convergent. 
D'ailleurs, lorsque^ tourne amsi ind^finiment autour du cercle y, 
h tendant vers o, la valeur z de z au point x tend vers (a va- 
leur Z^ (x) que prend en x I'integi ale particuliere Z { . 

Nous avons ^tabh ces divers resultats en donnant a | JA] une va- 
leur comprise entre o et p.,. Avant dialler plus loin, monlrons que 
ces i esitltats resteront valables tant que \ (JL | S i . 

Soit /* un nombre tel que w [donn^ par le developpement (x4)] 
soit une fonction homolorphe de x, hx^^ p. et v pour ] x \ < ;*, 
I < r i I P\ < V-* et l v l = v/ = K ^ est c ^ a * r (*) ( I ue ? r restant 



(*) Les parametres p. et v jouent ici le meme rdle, et nous aunons pu nous 
contenter d'introduire un de ces parametres au lieu de deux; mais il est commode 
de se servir tant6t de 1'un, tantot de Pautre, suivanl les besoms du calcul 
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fixe, (jL i pourra <Hre pris d'autant plus grand que v' sera plus petit. 
D'ailleurs, lorsque la hmite u< tendra vers i, la limite v' tendra 
vers une limite diff&rente de zero () : on peut done trouver un 
nombre v< tel que u soil holomorphe pour |#|<r, |Aa? x *|</', 
|[ji[<i et|v|<v,. 

Reportons-nous alors a Texpressioa de u h (p. 1 1 5 ) et appelons M* 
la plus grande valeur prise, pour \x \ < /, par 1'expression 



/=0 



Puisque u est holomorphe, la sonamedes modules des termes(en#, 
A*t et v) du developpement (i4) est convergente dans les limites 
que nous nous sommes assignees ; nous sommes done assures que la 



serie y M/r(/'v i ) A est une serie eonvergente : nous en concluons 
que le developpement (i4) reste convergent tant que lv|<i, 



Convenons en particulier de toujours prendre pour valeur 
j e gX-iogT ce ii e q u i correspond a la plus petite determination du 
logarithme. Alors, nous aurons ce rcsultat : POURVU QUE H SOIT 

ASSEZ PETIT, ON PEUT DETERMINER DES NOMBRES / J ET J Jf (r' < /^ = '*) 

TELS QijE (QUELS QUE SOIENT | JJL| ET | v | COMPRIS ENTRE o ET i) LE 

DEVEJLOPPEMEJVT (l4) REPRESENTS UNE FONCTION HOLOMORPHE DE X 

ET lix>^ POUII r ! < | x | < r" ET | h \ < H. 

Partons maintenantdu point ^(r / <| le |< r 7 ') avec une valeur ini- 
tiale (-)^ assez voisme deU(^) pour que la valeur correspondante 
de A ait un module infe'rieur a H; puis tournons indeTmiment 
autour de 1'origine dans la couronne de centre o otir'^l^l^^- 
Si nous toui^nons dans un sens convenable h d^croit ind6fininient 
(p. 116;; done le developpement (i4) ne cesse pas de converger, 
et z tend vert C integrate particutiere Z<. 



C 1 ) Pour v = o, les inuSgiales u de (i3) ne prgsentent aucun point critique en 
dehois de Pong me et de I'mlini. II est done impossible que le developpement (i4) 
cebse de converger pour v = o, | x \ ^ r, I hx\ \ ^ r. 

( a ) Cettc vdleur est detertmnee univoquement d'apres la note 2 de la page n5; en 
particuhei, a U Vdleur u de U(5) correspond la beule valeur o de /*. 
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Les caracteristiques issues de x a\ec la valeur u ne peuvent par 
hypothese presenter des points critiques de module inferieur a /*" 
si ce n'est a I'mt&ieur du cercle T r de centre o et de rayon r l . 
Gombien en presentent-elles? 

Donnons-nous a Pongine une \aleur initiale a voisine de o, a 
laqaelle nous ferons correspondre (comme nous Tavons explique 
page j 1 3) des valeurs determines s, ~u de z et a au point #, et, 
par suite, une \aleur determinee de h. Pour que h soit mil, il faudra 
que a sou nul egalement; determmons alors, autour de a = o, 
une region A telle qu'a une \aleur de a situee dans A correspond e 
une valeur de h de module inferieur aH.Lorsque a \anera dans A, 
les valeurs correspondantes de s, u, h engendreront des fonclions 
continues de a. D'ailleurs, ces fonctions seront uniformes : en 
effet, qael que sou a dans A, x sera, nous I'avons vu, un point 
d'holomorphisme pour Tintegrale z egale a s au point x\ il ne 
pourra done pas arrner que deux determinations de s(a) viennent 
se confondre, 

Cela dit, considerons 1'enseinble des caracteristiques issues de 
1'origine avec une \aleur a situe dans A. D'apres ce que nous 
avons vu page ii3, on pourra toujours trouver un nombre y { tel 
que, pour p. r^el et inferieur a [A t , Tensemble considere ne pr- 
sente qa'un point critique dans le cercle T f de centre o et de 
rayon /' [el par consequent, dans le cercle concentrique F de 
rayon / y/ , puisque le developpement (i4) est, par hypothese, ho- 
lomorphe entre F et I*]. Supposons alors que pour n>p., cet en- 
semble prdsente plusieurs points critiques dans F : il faudra, 
d'apres les lois de continuity, que pour p.= ^^ il ait des points 
critiques sur le contour m6me de H, par consequent, que pour 
u,= iXi e il ait des points critiques situes entre T f et T ff et voisins 
du contour de F. Cctle circonstance ne sc presentant pas, nous 
pouvons conclure que, quel que soit jx entre o et i, l } ensemble 
des caracteristiques issues de 1'origine avec une valeur initiate 
a situee dans A ne presetHe qu'un point critique dans T'. 

Jusqu'ici, le mecanisme des permutations op^r^es au voisinage 
de 1'origine est le mine pour 1'cquation r^duite (3) et pour 
liquation (2). Cette similitude va se mauifester encore dans l^tude 
que nous allons fairedes permutations op^r^es directement autour 
de 1'origine. 
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Prenant p. quelconque entre o et i, reporton.s-n.ous de nou\eau 
a liquation (5) et posons 



de maniere a mettre 1'equation (5) sous la forme 
(17) a?Z'= \tt - 



11 resulte du paragraphe precedent (p. 1 13) que Tune des carac- 
tristiques t issues d'un point critique x\ voisin de o est nulle 
& 1'ongine (s etant egal a w] ). Nous allons etudier cette caract^- 
ristique t. 

Prenons un point x sur x { o et suit t la valeur en x (valeur \oi- 
sine de o) de la caracteristique t. Je dis que L'ENSEMBLE BBS 

CARACT&IUST1QUES ISSUES BE X AVEC LA VALEUR INITIALS t EST 
REPRESENTABLE AU VOISINAGE DE L^ORICITvE PAR UN DEVELOPP&MENT 
PROC^DANT SUI V ANT LES PUISSANCES tNTIERES BE X ET DE C3&* 

(c etant une constante arbitraire). 

Consid^rons, en efiet, 1'equation auxihaire 

(18) apf^Xif-t-vfrfjoJ?-*- . ], 



ou v est un param^tre variant de o a i ; et 6tudions 1' ensemble de& 
caract^ristiques issues de x avec une valeur initiale 7 voisine de o. 
Pour v = o, cet ensemble ne pr^sente aucun point critique, Pori- 
gine ezcept^e Des lors, pour v voisin de o, il n'aura aucun point 
critique dans une couronne circulaire de centre o (soit lorsque 
P< < | ^ | < pi? pi etant arbitrairement petit si | v | est injferieur a 
un nombre v< assez petit. 

Proc^dant alors comme a la page n4 5 nous pourrons repre- 
senter 1' ensemble des caract^ristiques t par un developpement 

(19) t= ^v 



absolument convergent pour |v|<v 1? PI<|#| <pr D'ailleurs, 
les tk (p. n5, 6q. 1 5) sont des polynomes en ca^i [c constante 
arbitraire dtermine (*) par la valeur initiale f] dont les coeffi- 

( l ) Voir page ii5, note 2 La valeur <te c sera entiereraent deternainde en 
fonction de la valeur initiale i si nous con\enons de prendre (au point ~x) dans 
a?\= e\ 1( >** la plus petite d6 term i nation du logarithme. 
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cients sont des fonctions, holomorphes dansT, nulles pour x = o. 
Jedis que le d^veloppernent (19) (convergent pour p < < |#[ < p',) 
comergera a fortiori pour |#|<p<. Tra^ons, en effet, le 
cercle yi de centre o et de rayon p< ; menons une coupure suivant 
un rayon de ce cercle; puis, partant du contour de y 1 avec la 
determination (19), faisons mouvoir x dans y { sans franchir la 
coupure. Dans ces conditions, considerons la variation de la 

somme 5]|^AvJ], et appelons N la plus grande valeur prise par 



A=l 



cette somme sur le contour de y< . S'il arrivait qu'en certains points 
de YI la somme S fut superieure a %N par example, il existerait 
ii^cessairement a I'inlerieur de y t un contour ferme, ne renfer- 
inant pas I'ongine, sur lequel S serai t compris entre N et 2N, et 
dans lequel S d^passerait aN. Mais cela est impossible, car, en ce 
Gas, S deviendrait infini dans y i7 ce qui n'a pas lieu. [2 s'annule a 
Forigine, puisque Jl() M )>o.] Done S est inferienr a 2N dans 
tout y<, et, puisque N reste fini quand n croil indefiniment, la 

^= 
somme ^ est convergente pour | -u 1 < PM 1 v 1 =v< . On en conclut 



que le developpement (19) est une fonction holomorphe des 
Lrois variables v, x et cx^ pour | v | v f , | x [ < p '< et | c^ | mfe^ 
rieur & un certain nombre or. 

Appelons enparticuliers le plus petit des dem. nombres p^ eta-. 
En procdant exactement comme a la page i 17, nous demontre- 
rons que le d^veloppement (19) restera convergent tant que 
| v j ^ j , pourvu que \x\<sv^ \ cx^ \ <, sv { . 

Cela dit, partons 7 avec une valeur initiale ^, d'un point fixe & 
int(5rieur au cercle F, de centre o et de rayon s v< , et supposons |o?| 
el | i | assez petits pour que la valeur de c d6me par ces condi- 

tions initiales satisfasse a 1'uL^galitg (') |ca?^|<^Vi. Lorsque x 
decrit dans le cercle F< un tour complet autour de Porigine, la 
constante c est multiplide par er 2l<K ^. Supposons, pour fixer les 
id^es, que le coefficient de i dans \\ soil positif. Alors, lorsque 
nous tournons mdefiniment autour de l'origme dans le sens direct, 

( ! ) La valeur de x\ 6tant fix6e par la note prec6dente 
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c Lend vers o; dans ces conditions, le developpement (19) ne cesse 
pas de converger, et t tend vers Fmtegrale particuliere T obtenue 
en faisant c=o dans (19). Cette integrate est holomorphe dans 
tout le cercle T< : nous appellerons Z V integrate conespon- 
dante de V equation (4) en z. 

Qu'arriverait-il si nous tournions, au conlraire, autour de Tori- 
gine dans le sens indirect? La constante c augrnenterait alors 
indefiniment, et il serait aise de rerifier que le cercle de conver- 
gence du developpement (19) tendrait \ers o. Si nous continuions 
a lourner indefiniment, nous obtiendrions des caracteristiques z 
presentant des points critiques de plus en plus rapproche"s de Fori- 
gine et convergeant, par suite, vers Fmtegrale particuliere Z<, 
ainsi que nous> Favons explique plus haul. 

Nous pouvons returner en deux lignes F ensemble des conclu- 
sions de ce paragraphe : Le mecamsnie des permutations qui 
s'operent au voisinage de Corigine pour une integrate de 
^equation (4) est exactement le mecanisme decrit & la 
page 72. Soit ~x un point arbitral rement rapproche" de 1'origme. 
Nous constatoiis que ] 7 ensemble des determinations obtenues au 
point !c peut ^tre represente par le Tableau suivant (*) : 

-;>\ A A" 1 



La premiere ligne contient les determinations qui s'annulenl 
pour ~x = o et se permutent autour de 1'origme. La dermere ligne 
contient les determinations qui ne s'annulent pas pour x = o. De 
plus, chaque determination 5 A x se permute avec la determina- 
tion 5 y correspondante autour du point critique a? ;rJt inscrit au- 
dessus d'elle dans la seconde ligne. Si nous nous referons alors 
aux definitions de la page 96, nous pouvons dire que, pour 

(t) Lorsque la partie reelle de ^- est comprise entre i et a, il correspond i 

1 
chaque delermmauon z une determination z au plus (c/. p. 7 x 
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^equation (4), L'ORIG-INE EST UN POINT TRANSCEND ANT BE PREMIERE 

ESPECE, DE LA PREMIERE SORTE ET DU SECOND TYPE* 



III. Etude du cas Jl() H ) > o, A(^ a ) < o, A t e A 2 reels. 



Dans rhypoth&se ou ) H et A 2 sont reels, il conwent de distm- 
guer deux cas suivant que ces quantiies sont irrationnelles ou 
rationnelles. 

En premier lieu, bupposons ) M et X 2 irrationnels. Tous les 
calculs que nous avons fails au paragraphe pr^c^dent subsisteat 
alors sans modifications. Mais Tune des consequences princi pales 
que nous a\ ions tirees de ces calculs se trouve ^tre en d^faut : 
tes mtegrales r, developpables par rapport aux pursuances de x 
et cx^t et par rapport aux puissances de x et hjc^^ ne tendent 
plus vers les integ/ales particulieres Z et Z<. En effet, pour A< 
et X 2 reels irrationnels, les expressions 3 * m *, e-* 115 ^ (ou Tender k 
prend des valeursde plubenplus grandes) conservent des modules 
constants, tandis que leurs argumentb tendent vers loutes les 
valeurs r^elles, 

Prenons alors un point fixe x voism de o et une valeur de c 
telle que le d^veloppement 

(20) 2SajjXJ(c&^)f' 

de z par rapport aux puissances de x et cx^ soit absolument con- 
vergent pour |^|2|5?|. Puis considerons dans le plan des s let> 
points de la courbe repr^sentee par 



lorsqu'on fait varier to de o a 2Tc par valeurs r^elles. Le d^velop- 
pement (21), restant absolument convergent pour les valeurs con- 
sid^r^es de to, est une fonction uniforme de cette quantity, II 
repr^sente done, dans le plan des , une courbe ferm^e entou- 
rant ^ = o; et, LORSQTJE x, SUR LE COIVTOXJH DU CERCLE ^?=|cr|, 

TOURNE IND^FINIMEWT AtTTOUR DR L'ORI&IWE, LA D^TERMIJVATION 
INITIALS &\x} SE PERMUTE AVEC UNE JWFINIT^ t>E BtTERMIJVA^ 
TIONS S|(#), 2(3?), .*. QUI CONVERGENT VERS TOUS LES POINTS 
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DE CETTE couiiBE FERMEE (ai ). Si eiisuite nous faisons croitre | c |, 
nous obtiendrons une senedecourbes(20 s'emboitantles unesdans 
les autres et se rapprochant de plub en plus de Porigme : a cha- 
cune de ces courbes correspondra une branche d'int^grale diffe- 
rente; pour c = o, nous retombenonb sur Pmt^grale particu- 
here Z. 

On deduirait aisement de la que les> points critiques Xj d'une 
inlegrale z, situes (au voisinage de Torigme) sur les caraclens- 
tiques ibsues de x avec les determinations Zj(x], ne convergent 
plus vers x = o comine il arrivait au paragraphe precedent : ces 
points critiques convergent vers tons les points d'une petite 
couibe fermee entourant t'origine. 

Nous n'insisterons pas sur ce cas, qui nous met en presence de 
circonstances toutes nouvelles; car nous avons toujours admis 
jusqu'ici que les points critiques d'une mine branche d'mt^grale 
convergeaient vers un point-limite unique. 

Supposons maintenant que AJ et A> soient rationnels et repor- 
tons-nous a 1'equation (17) de la page 1 19, 



(17) * = a? /(vj H- *, xt' 

Equation qui, nous a permis d'etudier les caract&ristiques s nulles 
a I'ongme. Nous examinerons seulement le cas ou \i = i : on 
xx'aura pas de peine a traiter de la mine mani^re le cas general; 
d'ailleurs, il serait ais^ de verifier (') qu'il existe toujours un 
changement de variables rationnel permettant de transformer une 
equation (17) ou )^ est reel rationnel en une Equation (17) 
ou X H = i. Soit done X 4 = i et : 

PREMIEREMENT : ^ = o. Je dis que ^'EQUATION 



ADMET UNE INFI3VIT6 DE CARACTERISTIQUES NULJLES ET HOLOMORPHES 
A X'ORIGIWE ET FONCTIONS HOLOMORPHES D'UN PAHAMETRE C. 



(') You les Ouvrages cites page 106, note i 
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n effet, cherchons a satisfaire a Fequation (22) en posant 



Nous \erifions iinm^diatement que i\ { reste arbitraire et que 
s coefficients r ia , yj,, ... sont determines par les egalites 



les coefficients r ia , 

2T U =: 7)2 4- 

3r, 3 =: Tq 3 -h tone lion de r,i, 7) 2 , 

Ainsi, nous pouvons determiner formellement le developpe- 
ment (a3) lorsque nous nous donnons une \aleur arbitraire de ^ . 
Je dis que, quel que soit T}<, ce developpement est une fonction 
hoJomorphe de x et YI< au voismage de x = o. En effet, suppo- 
sonb le developpement (28) ordonne par rapport aux puissances 
de x et de ~r\\x : nous n'avons qu'a reproduce textuellement la 
demonstration des pages 1 19-120 pour constaler que le develop- 
pement (28) est convergent pour | x \ et r M o?| infeneurs a un 
certain nombre a-. On ^oit ainsi que ? dans les conditions ou nous 
sommes places, i'orlgine nest plus un point sing utter trans- 
cendant pour ^equation (4). 

Les branches d'mt^grales nulles a Torigine sont, disons-nous, 
fonctions holomorphes d'un pyrain^tre v^. Au lieu du coeffi- 
cient YI I? on pourrait, si Ton \oulait, prendre conune paranietre 
la \aleur C prise par les branches considerees en un point fixe 
voisin de 1'origine. 

Soit mamtenant 

DETIXIEMEMEJVT : d^^ o. Je dis que L^QUATIOJV 

(24) set' t-\- ^io#-!- d io v* -t-... 

ADMET UNE INFINITE DE BRA.1YCHES D ? INTEGRALES NTJLLES A Jb'oRI- 



GIWE ET D^VELOPPABLES, AU VO1SINAGE DE L^OHiai^E, PAR RAPPOUT 
AUX PUISSANCES DE X ET DE d 

Consid^rons, comme nous en avons pris Fhabitude, liquation 
auxiliaire 



(25) Xt' 

Nous savons que Pensemble des caract&ristiques t issues d'un 
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point x voisin de Torigine avec une valeur t voisine de o est 
repr^sentable par un d^veloppement de la forme 

(26) t 



absolument convergent pour | v| <V H p< < \x\ < p'< (voir p. 119). 
D'ailleursj les tk sont determine (cf. p. IID; par les equations 
Imeaires 



a; 4 = t z -h termes en 



et 1'on en deduit (cf. p. 1 10) que les tk sont de la forme 

t l = C3?io57loga?-h x(c + /iia?4-. . ) (c = const, arbitraire), 



-h ^ A-1 



Dans ces d^veloppements, les coefficients / dependent de la 
constante arbitraire c. Comenons, en particulier, de prendre 
comme valeiir initiate de logj? la plus petite determination de ce 
loganthme. Alors la valeur de c sera entiereinent d^termin^e par 
la valeur iniale t 

Les fonctlons tk s'annulent toutes a Forigine. On en deduit, 
comme a la page 120, que le d^veloppement (26) (convergent 
pour o, < |#| <o' lorsque la valeur initiale 7 est assez petite) 
converge, a fortiori, pour |#|p,. Done le d^veloppement (26) 
est une fonction holomorplie des trois variables v 7 x et ^ i0 #log# 
pour | v |5v 4 , \x\ et \d^x \ogx\ inf^rieurs a un certain nombre /*. 

Appelons alors M^ la plus grande valeur prise pour [ x \ < r< 
par I'expression 



7 = 

En raisonnant comme a la page 117, nous constatons que la s^rie 
*= 

^(/*VI)* est une s^rie convergente, et nous en concluons que 
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le deloppement(z&} rests convergent tantque |v|^i, |#|<7*v,, 
|d/ i0 .#log# I < rv^ La proposition noncee est done d&montree. 
Si maintenant, partant du point ~x avec la valeur initiale 7, nous 
decrivons une serie de tours autour de Forigine, log# prend, 
apres chaque tour, une valeur nouvelle, et nous obtenons ainsi 
en # une infinite de determinations qui se permutent directement 
entre elles autour de Forigine. 



IV. Elude du cas 

X< et 1 2 complexes. 

Nous allons examiner rapidement ce cas a titre de dernier 
e^ em pie. 

Consid&rons Fensemble des caracteristiques z de Fequation (4) 
issues de Forigine avec une valeur initiale a voisine de o. Lorsque 
[JL = o ? cet ensemble jouit de la propriety suivante mise en lumiere 
par Fanalyse de la page 70; il ne pr^sente dans tout le plan que 
deux points critiques x^ , # 2 , d'autant plus rapproch^s de Torigme 
que a est plus petit. D&s lors, en vertu des lois de continuite 
(compares p. 1 13), on peut trouver un cercle F de centre x = o 
et des nombres JJL< , a { tels que, pour | p. | < ^ et | a \ < a { , I' en- 
semble des caracteristiques de (4) issues de Vorigine avec la 
valeur initiale a ne presente que deux points critiques #<, x 
dans le cercle F. 

Tragons un cercle y, concentrique a F ? cotitenu dans F, mais 
contenant X* et x%. Nous nous proposerons de trouver une 
expression analytique qiu repr^sente, pour les valeurs de x com- 
prises entre y et F ? Fune ou Fautre des deux caracteristiques 
issues de x\ avec la valeur critique o. 

Remarquons d'abord que, si p. = o et si | x\ \ est tr^s petit, Fune 
des caracteristiques considerees est tres voisine de w\x entre y 
et F, tandis que Fautre est tres voisine de wx. En effet, pour les 
caracteristiques qui presentent des points critiques arbitrairement 
pres de Forigine, la constante C de la page 68 est arbitrairement 
grande; orFegalit^ (3) de la page 68 montre que, lorsque |C| croit 
ind^finiment, une caract^nstique w issue de x { avec la valeur o 
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lend (en un point qnelconque #), soit vers tt> i5 soit vers w> 2 - De 
cette remarque il resulte, par continuity, que, si p< et \x^\ sont 

suffisanimetit petits, lesvaleurs initiates (5, z) au point x des 
deux caracteristiques que nous etudions sont respectivement 
voisines de w { x et w,x. 

Consid&rons, par example, la seconde caracteristique et posons 



Tous les resultats obtenus aux pages i i4-i 18 bubsisteront ici sans 
modifications. L'equation (4) se transforme en 1'dqualion (12) et 
la branclie d'mt^grale u de cette derniere equation, qui prend au 

point x une valeur initiale u voisine de z&ro, est d^veloppable 
(dans une couroune circulaire) par rapport aux puissances de x 
et de hx^- [developpeinent (i4)] Plus pr^cisement, on peut deter- 
miner un nombre H et des nombres r*^ lf (infer ieurs au rayon 
de F) telsque (quel que soit \ JJL[ compris entre o et i) le develop- 
pement (14) (ou Von. fait v = i) repre^ente une fonction holo- 
morphe de x et fix** pout /'< \x\ <r' r et | A| <; H. 

Lorsque h n'est pas nul, les caracteristiques z definies par le 
developpeinent (14) sonL differentes de zero a 1'origine. Mais, 
pour h = o, nous obtenonh une integrate U a laquelle correspond 
une integrate particuiiere Zj de V equation (4), nulle et holo- 
moi pke d L'ongine. D'ailleurs, lorsque | h\ tend vers o, la limite 
inferieure r 1 de la couronne circulaire ou converge le developpe- 
inent (r4) tend evidemment vers o; on voit ainsi que, pour A = o, 
les points critiques situes stir les caracteristiques Z 4 (issues de o 
avec la valeur o) viennent se confondre en x = o. Si maintenant, 
partant de x( /''<; j x \ < r ff ) avec une valeur initiale u voisine (* ) 
de U(j?j, nous tournons ind^finiment dans un sens convenable 
sur la circonf^rence de centre o et de rayon J#| 3 nous obtenons 
au point x une infinite de d^terniinationsnouvelles qui convergent 
vers Z,( J) (cf. p. 117). 



C 1 ) Cette hypothfese revient i supposer que le point critique ^ (d'oi nous 
somines partis i la p. 126) est buffisamment voisin de 1'oxigine. 
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On obtiendrait des resultats analogues pour la premiere carac- 
t&ristique issue du point x\ avec la valeur o. Posant = w\ -+- t, 
on trouverait que cette caracteristique (ou la caract^ristique 
correspondante) est developpable (dans une couronne circulaire 
de centre O) /;#/* rapport aux puissances de x et cx^ [develop- 
pement (19), ou I'on fait v = i]. Pour c = o, le d^veloppement 
obtenu donne une integrate T a laquelle correspond une seconde 
integrate particuli&re Z de Tequation (4) nulle et holomorphe a. 
Torigine. Si, d'autre part, a partir d'une valeur initiale t de t 
voisine de T(a?), on tourne indefinimeat dans un sens conve- 
nable sur Ja circonference de centre o et de rayon \x j, on obtient 
au point x une nouvelle infinite de determinations qai convergent 
vers Z(#). 

Une fois obtenus les developpements (14) et (19) (ou I'on fait 
v = i), nous reviendrons aux points critiques pr^sent^s dans le 
cercle F de centre o par 1'ensemble des caractensliques z issues 
de I'origine avec une valeur initiale a voisine de o. Nous avons vu 
(p. 126) que ces points critiques sontau nombre de deux lorsque 
le parametre p est inferieur a un certain nombre [x< . En raison- 
nant comme . la page 117, nous demontrerom? que, quel que soit 
[A entre o et i, le nombre de ces points critiques est ton jours 2 
& condition que a soit interieur d une certaine aire A entou- 
rant a o. 

Ceia dit, il nous sera facile de determiner le m^canisme des 
permutations qui s'operent au voismage de I'origine pour une 
branche d'mt^grale z. Ce mecanisme est exactement celui qui a 
ete decrit aux pages 68-70. Soit x un point voisin de o. Les 
determinations de z obtenues en ce point forment une serie uni- 
lineaire 

..., J_ lr ^ , &i) ..., 

et a cbaque determination jSj correspondent deux points critiques 
#/_, Xj qui le permutent respectivement avec z^ { et x? y+i . Nous 
en concluons (voir p. g5) que, dans les conditions ou nous 
sommes places, L'ORIGIINE EST, POUR LIQUATION (4) ? uj>f FOINT 

TBJLNSCEJN-DANT DE PREMIERE ESPECE, DE LA PREMIERE SORTJE ET DU 
PREMIER TYPE. 
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RELATIONS ENTRE LES SINGUTARITES TR\NSCEND \NTES 
D'UNE MftME EQUATION 



Je ne puis consacrer qne quelques pages a ce probleme, qui 
cependant, dans une etude plus complete, devrail occuper ime place 
preponderate. En effet, si nous voulons rester fideles aux prin- 
cipes formules dans Flntroduction de ce Livre, nous ne demons 
pas nous contenter d'etudier les integrales d'une Equation au voi- 
sinage d'une singularite transcendante isol^e (quelle que soil 
r extension donnee a ce voisinage, dans lequel nous avons compris 
un ensemble infini de points critiques alg^briques). II nous faut 
etudier les integrales dans tout le plan et, avant tout, nous 
demander si les ensembles de permutations opr6es au voisinage 
des diverses singularites transcendantes d'une meme Equation sont 
des ensembles ind^pendants ou, au contraire, des ensembles li^s 
par certaines relations. 

Voulant arriver tout de suite a des resultats precis, je me con- 
tenterai d'examiner un type d'equation particulier, Pequation 

(l) 2y-4-AjJK S -HA 3% /':=0, 

ou A,j est un polynome de degre deux. 

On se rappelle qu'au Chapitre II nous avons fait une ^tude sp- 
ciale de liquation (i) au point de vue de la croissance de ses int~ 
grales, etque nous avons te conduits A distinguer deux cas suivant 
que les degr^s /w 2 et m 3 de Aj et A 3 satisfont a Pune ou a 1'autre 
des deux in^galites w 3 > 2/?2 2 H- i, m<\<. zryii-^-i. Or, pr^cise- 
ment, il va se trouver que la distinction de ces deux cas, sugg&^e 
par des considerations d'un ordre tout different, a une importance 
capitale dans notve probl&me actuel. Tandis que pour m 2 = o les 
singularites transcendantes de I' equation (i) (oil /7i ? = 2) so n t 
B. 9 
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liees entre elles par line relation invariante, ces singularites 
so?it independantes lorsque m* > o. 



L L'equation 



= o. 



En premier lieu, faisons dans liquation (\)m^c> avec ^ 3 =2. 
En effectuant au besoin un changement de variables de la forme 

(ar, oo -h const ), (y, y X const ) T 
nous ramenerons 1'equation (i) a la forme 



Oil 

(3) ^=3-1, <>zz' z -+-aarir a) 

Nous allons nous demander de quelle nature bont les singula- 
rit^s transcendantes de 1'equation (3) suivant les \aleurs de a et a. 

Appelons )/,, X' a et )/' p )/ a les quantites ) H , ^2 qui, d'apres le 
Chapitre IV (p. 107), sont respectivement associ^es aux singula- 
rites o et a, et cherchons a calculer ces qaantites. 

Pour calculer )/, etX 2 on doit prendre les racines w { et w> de 
liquation 

puis poser 



II en r^sulte que X', et X^ sont les racines de TcSquation 

4aa(Xn- 2) 2 2(X-+-a) 4-2 = 
ou 

(4; 4aaX 2 -{-(i6aa a)X -Hi6aa -2 = o. 

On verifierait de mme que X* et X^ sont les racmes de 

(5) 4aaX 2 -h(i6cta-i-'i)X--!-t6aa-i-2 = o. 

Si nous comparons maintenant les Equations (4) et (5), nous 
ob tenons les relations 

(6) Xi 
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relations invanantes qui expriment la dependance reciproque 
des deux singularites transcendantes x = o et X = OL. 

De ces relations (6) nous allons deduire diverses consequences, 
et tout d'abord celle-ci : des deux points singuliers o et a, I'un 
an moms est an point indirectement critique. 

Pour <*tablir ce point, je montrerai que si Ton a <&(>/,) > o, et, 
par suite (p. 107), cR()^)<o, on a necessairement <&(X*,) < o, 

a(X';)<o. 

Verifions-le pour X*. Nous sa\ons que 



Remplaons alors, dans (6), \', et X, par leurs valeurs en fonc- 
tion de X' ( , )>" : nous obtenons 

_JM!___^:__ 8 ou X ' l x- I 6 
xj + i ^H-!- 8 ou - x '-5m~ Xl ~xjirr ==0 ' 



et nous veniions ais^ment qu'il est impossible que cette galite 
soit satisfaite si les parties reelles de A', et )^ sont toutes deux po- 
sitives. Nous en concluons que Fun au moins des deux points o 
et a est indirectement critique (* ). 

II y aurait un intert particulier a savoir determiner toutes les 
equations (3) telles que les quantit^s V n V 2 , X"J, \\ correspondant 
a ces Equations soient reelles et rationnelles. C'est en ce cas, en 
effet, que les singularity transcendantes sont susceptibles de se 
reduire a des singularit^s alg^briques ou a des points d'holomor- 
phisme. Voyons comment se posera le probleme : 

II est clair que les quantites X seront rationnelles en mme temps 
que les racmes de 1'equation en w correspondantes. Or ces racines 
seront : 



Pour la singularite x = o. . . w = 




Pour la singularite x = a... w = 



Pour que ces quatre racines soient rationnelles, il faut et il suffit 



( ! ) II ne saurait, par suite, y avoir a distance fime plus d'ua pomt oti se 
coupent une infinite d'mt^grales de (3). 
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que les quantites (i Saa) et (i 4- Baa.) soient toutes deux des 
carres de nombres rationnels. Determiner ax de maniere a satis- 
faire aux condi lions voulues revient done a trouver deux nombres 
rationnels carr&s dont la somme soit 2. 

C'estla unproblemeconnu, qui admet une infinite de solutions. 
Considerons Tune quelconque de ces solutions. Par exernple, 
prenons pour^aleurs de i 8 ace el i-|-8aa les deux carres -^ et ^ 

3 
dont la somme est 2. Nous devons, pour cela, faire a egal a ^; 

nous donnerons, par exeinple, a a la valeur 3 et a a la \aleur ^r- 
Alors Tequation (3) deviendra 



equation qui se transformera par le changement de variable 
/^5 ?) en 



Pour cette equation, les quantites que nous avons appelees, 
respectiveinent (r <3 tv 2 , X,, 5v 2 sont a Fongine 



et 5 = ^ / 



(p. 1 14 et 119) l^tude des inl(%rales de (7), qui sont nulles a. 
rorigine, 4 Tetude des deux Equations 



, i 

SOU ^ -z 



II y a une infinite d'inKigrales nulles a Forigine, lesquelles* 
admettent Tongine comme point cj itique alg&bnque permutant 
deux determinations. 

Au point # = 3 (point indirectement critique)^ les quantife^s w*^ 
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1? A 2 sont 

o I i 7 > 

Wl = 3, w 2 = -5 X t = g, A 2 = 7. 

On prevent que 1'equation (<]} jouit de proprietes remarquables. 
Mais de ces proprietes mmes nous allons deduire que Fequa- 
tion (7) est integrable, en sorte qu'elle ne definit pas de transcen- 
dantes nouvelles. 

Je dis d'abord que Inequation (7) admet deux integrates particu- 
lieres algebriques. En efl'et, si Ton pose x = ^-, IMquatJoii (7) 
devient 



(8) *; 

Equation qm est venfi^e si Ton fait 



De Fexistence de ces deux integrates nous deduirons a priori 
que Ton peut faire un changement de variable 



(H et G tant des fonctions rationnelles de ^) tel que la fonction 
multiforme $ de 9 soit une fonction a points critiques fixes. Dter- 
minons, en effet, la variable 9 de mani&re que, pour z ^gal a 1'une 
des integrates polynomales (9), 9 soit egal a une constante, ce qui 
revienl a determiner H et G par les deux 

, HP -h G = c, 



La fonction r se trouve satisfaire ^ une equation differentiate 

de la fornae - = fonction rationnelle de 5 et c. 
d\ 

Des lors, pour que la fonction \ de v eut des points critique's 
mobiles, il faudrait qu'il exist&t des integrates s qui, pour des va- 
leurs mobiles de t>, s<\tisfissent ^ 1'egalite 

do) - 
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en meme temps d'ailleurs qu'a Pegalite (8). Mais les equations (8) 
et (to), consid&^es comme syst&me ^equations lin^aires simulta- 

n^es determinant s et - n'admeltent que deux solutions. Et. 

d% 

puisque nous connaissons d^jales solutions 5 = P, -3 = P{ (corres- 
pendant aux valeurs fixes c et c { de ?), nous pouyons affirm er 
qu'il n'j en a pas d'aulres. \insi la fonction !-(P) est une fonction 
a points critiques fixes : par suite, liquation difFerentielle qui la 
definit est necessairement une equation lineaire ou une Equation 
de Riccati (comparer la demonstration de la page 22 ). 

Pratiquement, pour transformer Fequation (8) en une equation 
a points critiques fixes, il suffira de poser 



On trouvera que 5 est d^fini en fonclion de v par P^quatiopL dif~ 
fdrentielle lineaire 



= 

dv SPP a 



t/3f(o a) 
equation qui donne 9 par Tinversion d'une mt^grale abelienne. 

Avant d'aller plus loin faisons quelques remarques sur les 
branches d'inlgrales de Tequalion (8) voisines de P et P f . 

Entourons le point = y/3 d'un petit cercle y (ne contenanl 
pas 1'origine), puis pla^ons-nous en un point I du contour de ce 
cercle et posons 



Je dis que, si b est sujffisamment voisin de 6 OJ une caracteris- 
tique quelconque de (8) issue de f avec la valeur initiate b 
n'admet, en dehors du cercle y, aucun point critique & dis- 
tance Jinie. 

En efiet, d'apres les lois de continuity Pensemble des caracte- 
ristiques gales a b au point \ est, pour b voisin de &<>? une fonc- 
tdon holomorphe de b en tout point du plan des $, except^ 
peut-etre au voisinage des points = o, 5 = y/^ W 1 * annulent 
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Pintegrale polynomale P t (pour laquelle b = b ). Mais nous savons 
(p, 182) que Pequation (8) possMe une infinite de branches d'in- 
tegrales qui sont toutes nulles et holomorphes & Porigine (<). Ces 
branches sont fonctions holomorphes d'un certain parametre C 
(cf. p. 124); je supposerai que Ton ait pris comme parametre C 
la valeur des branches d'integrales en un point fixe 1', voisin de 
Porigine, situe par exemple sur le segment ID (on choisira de 
maniere que fo ne traverse pas le cercle y decrit autour du 
point y/3) Si nous appelons alors C la valeur P, (I 7 )? l es caracte- 
ristiques issues de ; avec des valeurs C voisines de C seront 
toutes nulles et holomorphes a Porigine. Considerons maintenant 
les caracteristiques issues de \ avec la valeur initiate *- En un 
point quelconque de fo, ces caracteristiques sont fonctions nolo- 
morphes de b pour b voisin de b Q . Done C est fonction holomorphe 
de b pour b voisin de b ; done, encore, les caracteristiques dont 
la valeur initiale b est suffisammenL voisine de 6 prennent en o 
une valeur voisine de C et sont nulles et holomorphes a Vori- 
gine. On en conclut que Pensemble des caracteristiques issues 
de 1 avec la valeur b ne pr^sente pas de point critique au voi- 
sinage de Porigine, mais seulement dans le cercle y. 

Nous aliens maintenant demontrer une importante propriety de 
liquation generale (3). Nous ecrirons cette equation sous la 
forme 

Cjj\ z St^x-^iSap^* a), 

etc 

apres avoir effectue les changements de variables /a, g j, a? = 5 2 - 
Faisons varier avec continuity les parametres a et a, de telle 
maniere que Porigine continue a ^tre un point directement cri- 
tique [pour lequel <&(X,)>o], tandis que ies points $ = i\/x 
ne cessent pas d'etre des points indirectement critiques. 

Liquation (u) admet, comme on sait (p. 127-128), deux int6- 



( l ) Si Ton fait x = ?*, ces branches sont donnees par r^quation en t 
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grales nulles et holomorphe* au poiat indirectement critique 
5 = ^/a. De ces deux mtegrales, 1'une, Z n est tres voisine de P, 
lorsque a et a sont rebpectivement tres voismb de o,o4 et 3. Sui- 
vons cette integrale Zj le long d'un rajon quelconque issu du 
point ya nous obtenonb un enbemble de caracteristiques (Z { ) 
qui ne sauraient (si a et a sont sufflsamment voisms de o,oo/[ et 3) 
presenter des points critiques ailJeurs qu'au voisinage de Tongine, 
je dis que cet ensemble n'a'fmet cornme point critique que Vori- 
gine elle-ni&tne. 

En effet, noub sa\ons (p. i 19) que liquation (n) a une infi- 
nite de caracteristiqaeb (z) nulles a 1'origme, fonctions holo- 
morphes de x et de la quantum cx^ Ceb caracterjstiques (j) 
(lorsque \c\ est assez petit) ne presentent aucun point critique 
autre que Porigine dans un cercle 3 de centre j? = o; elles sont 
par suite (d'apres les loib de continuity) fonctions holomorphes 
de a et a en tout point de o (I'ongine except6e). Soit, d'autre 
part, C la ^ 7 aleur d'une caracteristique (s) en un point f' int^rieur 
a 8; la constante que nous appelons c se trouve dtre fonction 
continue et uniformed e C (voii p. 1 19, note i). Posons, des lors, 
Co=Pi(f') : les caracteristiques (5) sont, dans le cercle 8, des 
fonctions continues des trois variables C, a, a pour C, a, a res- 
pectivement voisms de C (M o, o4 et 3. 

Soit mamtenant Z, la valeur en ' de la caract^ristique Z, suivie 
le long du segment \/a^ ; . Pour a et a voisms de 0,04 et 3, Z, ebt 
voisin de C<>. Done Id caract^nstique issue de f' avec la valeur Z i? 
et suivie le long de ; o, est une deb cararteristiques que nous avons 
appelecs (s). En cl'autres termes, Tensemble des caraouSrib- 
tiques (Z t ) presente a Pongine un point <lu ectement critique 
isole, ainsi que nous 1'avions annonce. 

La demonstration qu'on vient de hre suppose a et a voisins 
de o,o4 et 3, soit \a o,o4| < cr et |a 3| <; o- 4 . Mais, une fois ce 
resultat obtenu, nous pouvons rep^terla mme demons tration(') an 



(') Sou a a , a t u'i syateme de valeurs fit et a pour lequel la proposition soit 
demootr^e, et soit R, Tintcgrale Z^ corrcspondante. II suffira de faire C = Rjd') 
dms la demonstration prece*dente pour que cetie d^moastiation s'apphque au 
voisinage des valeurs a t et a t de a et a. 
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\oismage de | a o, o4 | = a-, | a 3 | = or, . Nous constalons ainsi 
que la proposition enoncee ne cesse pas d'etre vraie tant que a et a 
restcnt dans un certain 1 domaine : par mi let deux integiales de 
I* equation (11) qui sont nulles el holomorphes an point \lv., 
I'tine, Z 1? est telle que V ensemble <les cat acteristiques (Z 4 ) 
issues de \/y avcc la valeui o ne presentc, duns tout le plan, 
d'auti e point u iliffue que Votigine 

En noub appuyant sur ce theoreme, nous pouvons repeter, a 
propos de 1 equation (11), les remarques que nous avons faite^ 
plus liaut sur liquation (8). Tracons autour du point y ; a un petit 
cercle y ne conLenant pas Pongine; appelons \ un point du con- 
tour y etposons b Q = Z, ( ) Le raisonnement expose a la page i35 
permetlra d'^tablir la proposition suivante : Si b est suffisam- 
me tit voisin de 6 > une cai actei istique quelconque de (n) issue 
de 1 avec la valeuf inttiale b rfadmel, en dehoi 9 du cercle y, 
cutcun point critique auire quc 1 J engine. 

Ce qui fait I'lnterSt de cette proposition, c'est qu'elle etablit 
une correlation entre les diverges singularites transcendantes des 
mtegrales de requation (i i). 

Nous savons en effet (p. 190) que si, partant du point du 
contour y avec une valeur b voisine tie 6 , nous voulons op6rer la 
seYie uniliaeaire de permutationh qui definit le point y/a comme 
point de premiere espece de la premiere sorte, nous devons deVrire 
une suite de tours le long du contour y. 

Or, faiscms le changement de variable %?=zyyy~ { qui trans- 
forme le cercle y en un cercle G de Ire* grand rayon, et les 

points = o, ? = oo en -^=^-, = o. II resulte de lu proposi- 
tion enoncee plus haul que, si -/ est un point quelconque du con- 
tour G, I'ensemble des caract^risliques issues de -/ avec la valeur 6 
ne presente aucun point critique en debors des points -p et o. 

Par consequent, <lecrue a partir de ' le contour du ceicle G 

equivaut a decnte un lacet ferm& quelconque auloiu des 

_< 
deux points % = o et '/ = ^ J 

Revenant a la variable S, nous ^noncerons ainsi cet important 
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resultat : Les permutations operees autour de la suite de points 
critiques algebriques qui converge vers I e point indirecternent 
critique y/a equivalent aux permutations operees autour des 
deux points directement critiques = o el\ = GO. 

Le resultat ainsi obtenu n'etant pas altere par le changement 
de variable x = 2 , nous pouvons Fappbquer a Fequalion (3) en 
remplacant \ par x el \/a par a. 

II. Liquation 2/4- A 2 (a )jK 2 H- ##(# a)jK 3 = o. 

Passons main tenant au cas ou le coefficient A 2 de Pequation (i) 
a un degr<* positif (A 3 etant toujours de degr<* 2). J'ai dit que, 
dans ces conditions, il n'y a plus de relation invariante enlre les 
diverses singularites transcendantes de 1'equation (i). G'est ce 
dont nous allons nous rendre compte- 

Je supposerai, pour fixer les ides, A. 2 du premier degre. Les 
conclusions auxquelles je parviendrai dans ce cas s'appliqueront 
a fortiori lorsque le degr<* de A 2 sera plus leve. 

En posant y = z~* et faisant au besoin le changement de 
variables (a?, x 4- const.), (y, y X const.), on mettra liquation 
propos^e sous la forme 



(12) 2'=s(i-H $x)z+-ax(x at). 

Je vais montrer que Von peut disposer de $ de maniere que 
les points x o et x = a toient des singularites de types assi- 
gnes a Vavance. 

Cherchons encore a calculer les valeurs V, , X' 2 et A", , ^ des para- 
metres \ , X a relatifs aux deux points o et a. 

Les quantit^s V, et >^ sont donn^es, comme au paragraphe I, 
par liquation (4) de la page i3o. Quant aux quantit^s V X*, 
elles sont ^videmment ^gales a celles que fournirait liquation 



? a). 



Ot, cette derniere Equation se transforme, par le changement de 
variable s = (i + (5a) ex), en 



a a. 



<^(7Tl^ (af - a) ' 
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d'ou Ton conclura que X" et X* v^rifient liquation alg^brique 



Les coefficients de cette Equation n'etant lies aux coefficients 
de liquation (4) par aucune relation invanante, il est clair que 
1'on pourra toujours disposer des parametres a, a, [3 de maniere a 
fixer arbitrairement le type des singularity o et a. 

Soil par exemple (comme a la page 182) a = -r? oc = 3. Pro- 

posons-nous de determiner p de maniere que X* = XJ et X = X^ : 
il faudra evidemment et il suffira que nous prenions 



i = i ou 



se 



En particulier, faisons (3 = -r -f- 3 ? auquel casJ'equation (12) 
transforme par le changement de \ariable (z^ ^ j en liquation 

y.( 5 -^ 



04) a**'(5--:- r ^*)* + *(*-3). 



La singular) le o de liquation (i4) se comporte comme la sin- 

gularit^ o de liquation (7). On a X 7 , = i X^ = \i ce qui donne 

jf ) 

une infinite d'integrales nulles pour a? = o, lesquelles admettent 
Porigine comme point critique alg^brique permutant deux deter- 
minations (voir p* i Sa). 

D'autre part, liquation alg^brique (i3) [ou (i + pa) 2 = i] 
coincide avec liquation (4). On a done 



et 1'on en conclut que la singularity 3 de I' equation (14) ^^ du 
mime type que la singular ite o* 

V equation (i4) jouit, ds lors, de cette propriete remar- 
quable que ses integrates ne prfaentent aucun point singulier 
transcendant a distance finie. L'^tude de cette Equation semble 
devoir ^tre, pour ce motif, particulierement int^ressante. 
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Nous veaons de construire une Equation (la) dont les singula- 
rites transcendantes ddgenerent en smgulantes aigebriques. II est 
clair que nous pourrions, tout aussi aisdment, construire une equa- 
tion (12) presenlant deux points transcendants directement cri- 
tiques. C'est la une circonstance qui ne saurait se presenter, nous 
1'avons vu ? lorsque p est egal a zero. 



NOTE, 

SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE 
DONT L1NTEGRALE GENERALE JN'A QITUN NOMBRE FINI DE 
BRANCHES, 

PAR M. PAUL PAINLEVE 



Piopnttes generates des equations differ entie lies 
du premier ordre. 



I. Soil 



une Equation du premier ordre et du premier degr. 

THORLME I. Une integrate y(x} de ^equation (i) ne sau- 
rait presenter } dans le plan des #, de points singuliers non 
algebt iques, en dehois de certains points fixes en nombre 
fini, qui peuvent tre d&tei mines algebriquement en fonction 
des coefficients de P et Q. 

Ce th^oreme a 6l& d^montr^ dans le corps de POuvrage, et les 
points ? ont et 6num6r6s (p. 15-17). 



2. Soit maintenant/= ^(.r,^, #) Tint^grale qui pour 2r = ^ 
prend la valeury . Consid^rons, dans le plan des #, deux points 
fixes (*) X Q et x arbitrairement choisis, inais distincts des'points ?, 
et un chemin quelconque L joignant ces deux points et assujetti i 
la seule condition de ne passer par aucun des points . Prolon- 



(') Je repr^scnterai par x (ou a?, etc.) une valeur fixe de la variable act 
[ou a?, etc ) 



NOTE 



geons analytiquement, le long de L, la fonction y(x] = <p (#, y, x) 
en laissant a^ ime valeur constante gale a b ou voisine de b. Si 
nous rencontrons sur L un point critique (al gebrique) de ./(#)> 
nous adoptons, apres avoir franchi ce point, une quelconque des 
valeurs de y(x] qui se permutent autour de ce point. On arrive 
ainsi QTLX avec une certaine valeur y = of^r, j^ -, # ) qui depend 



THEOREME IL U expression rp(#, jy> # ) coincide avec une 
branche d* une fonction de } f algebroide pour y* = 6, quelle 
que soit la vafeur b (finie ou infinie} consideree. 

Ce th^oreme se trouve demontr^S dans le corps de TOuvrage, 
par le raisonnement indiqud au d^but de la page 20 et page 33. 

3. Remarques sur le tlieoreme //. Considerons la fonction 
y =:<p(#, y 7 5?) et prolongeons-la analytiquement dans lout le 
champ des x et des y(x* restant invariable). On peut etre tent6 
de deduire du theoreme II la consequence qne cette fonction ne 
saurail presenter dans le champ des JK des singularites non alg^- 
briques. Iliinporte de bien comprendre que cette conclusion n'est 
pas exacte, 

Repr^senlons par Y{a?) Fining rale qui correspond aux condi- 
tions initiales (# = #, j'=J). Pour plus de clart6, supposons 
d'abord que y(x) ait un nombre fini/? de branches; tragons, dans 
le plan des #, entre x et #, p chemms L i? . . ., Lp de longueur 
finie, ne passant par aucun point $ ni par aucun des points cri- 
tiques de Y(#), et tels qu'on arrive en^r sur ces p chemins avec 
les p valeurs Y ( , ..., Y^. Si Ton donne ^ y des valeurs voisines 
de b, rintegrale y(&) d^finie par les conditions (x = ^, y =j^) 
prend, enjr, p valeurs^, . .. ,y p voisines de Y i? ..., Y^ quand x 
varie de x en x sur les p chemins L { , ..., Lp. La fonction 
y = cp(x,yo,x<>) a done au moins p branches, soit y =<p4, ____ 
y ?/ q u:i ? d'apr^s le theoreme II, sont alg^broides pourjK== b. 
Mais si 1'int^grale consid^r^e v v(or), voisine de Y(ar), a plus de 
p branches, la fonction y = <?(x,y Q , !c*) a d'autres branches, soit 
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y = p+i (x, j>-, #)j . -., qui peuvent adrnettre y ( >=b comme 
point singulier transcendant. 

Montrons-le immediatement sur un exemple. 

4. Etude d'un exernple particulter. L'equation 
(a; y' = 

a son integrale g^n^rale d^fime par la relation 

sc 

(3) yet = yi*ey* = Gcc (G constante arbitiaire) 

sr$ 

Les points de 1'^quation (2) sont x = o et ;r = GO. Elle admet 

r 
l'mtgrale parti culiere^x == o ; sa transformee en-3 = admet 1'in- 

y 

tegrale s == o. Toute autre integrale y(&) ne pent devenir nulle 
ou infinie en dehors des deux points or = o et x = oo. Enfm, au5. 
points critiques mobiles (alg^briques) de y(x\ la fonction 
est ^gale a i. D'apres ($), une integrale ^(a?) n'a done, en 
dehors du point x = o, qu'un point critique a distance finie, a 

savoir le point x = fj^-o*+ij ? e t aiitour de ce point deux 

branches settlement se permutent. 

La relation (3), qui definit les integrates y(&)i peut b'ecrire 

(4) y -4- log y = loga?n- const. ; 

quand ^ tend vers zro, j^ tend vert> z6ro ou 1'mfini; or, Fequa- 
tion (3) enjy n'admet qu'une racinejK(^) tendant vers z^ro avec^? 
et cette racine est holomorphe pour x = o. Chaque integrale y(x) 
admet done une branche et une seule holomorphe pour x = o et 
toutes ses autres branches (en nombre infini) deviennent infinies 
pour x = o, comme log x, et admettent ce point comzne point cri- 
tique transcendant; quant au point x = 00, c'estun point singulier 
transcendant de toutes les branches de v(x), et ces branches de- 
viennent infinies en ce point comme logs?. 

fitudions maintenant y comme fonction dej^ , en laissanta.r 
et or des valeurs invariables; la fonction y = fy(y*) ainsi d^finie 
est une fonction une infinite de branches qui admet les points 
y= o, y= oo comme points singuliers transcendants. 
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Eii effet, I'mtegrale generale y(jr) peut s'^crire y = cp(Cj?), 

1 C, 1 

oil C= , il suit de la immediatement que, pour^= o, une 

des branches et une seule de b(y") est nulle et holomorphe; Loutes 
les autres branches sont infinies, comme log y, et admeltent 
y* = o comme point critique transcendant. Pour ce qui est du 
point y = 30, on \oit immediatement que Tequation 



7 -+ log y = 7 -*- logjK -f- log 



(5) 



admct une solution y = /(JK, ) et une seule (') meromorphe 
pour y Q = ao (et infinie comme y ); toutes les autres branches 
de f Xy? a } ont^= oc comme point critique transcendant. 

Ge resultat s'explique d'apres la remarque du n 3, L'mt^grale 
Y(#) definie par ( x = ^, y = o) est Y = o; elle n'a qu'une 

branche. La fonction y = <plx, y ( \ 3 ) a done ati moins une 
branche algebroide pour j' =o, mais toutes les autres peuvent 
admettre et admettent en fait j' = o comme point singulier trans- 
cendant. Une remarque analogue s'apphque a 1'integrale y = cso, 

ou -5 = ^ o, d^finte par (x = JT, y = 00 ) 



(*) On montre ais^ment que s'll existe une lacine ^=/(JK O , a) de (5), 
brolde poury = w, cette racine esi de la forme 



Quand on remplace, dans (5), y par ce d^veloppement, leb coyfficjcnts A, B, C 
se calculent successive ment sans ambiguite . 



Comme, d'autre part, nous savons (n3) qu'uoe au moms des valeurs de 
y = *K^j est Jg^broide pour y= oc, le de*veloppement prudent est stire- 
mcnt convergent. On peut, d'ailleurs, le verifier par la me"ihode des fonciions 
majorantes. 

Remarquons que a ou log ~ admet une infiniU de valeurs, diffe'rant entre 
eJles de znin (n entier positif ou n^gatif), Id branche y = 4//y, log^V me*- 

romorphe pour y = w, admet dans le champ des x une infinite de valeurs se 
per mutant autour du point fixe x = o 
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Nous reviendrons plus loin sur cet exemple. Remarqnons seu- 
lement que, quand y tend vers o ( r restant fixe, e*gal a 
j par exemple), le point critique mobile de y(&), a savoir : 



JG = ~f *":>") tend vers 1'mfini, c'esl-a-dire ici vers un point . 

Quand 7 tend versl'infini, ce point critique devientcompletement 
indetermine*. 

Cet exemple suffit a montrer la ne*cessile d'approfondir les par- 
ticulantes de la fonction y = cs(#, y, o? ) dans le champ desy. 
Nous traiterons d'abord le cas particulier remarquable ou Pinte'- 
.grale generate y(x] est une fonction a n branches. 

5. Equations (i) dont I'lntegrale generate y(x) est une 
Jonctions a n branches. 

Supposons, en premier lieu, que 1'integrale generale y(x) soil 
uniforme. Soil /( x, y , x ) Tmtegrale d^finie par les conditions 
initiales (x = x, y = r)' : la fonction y(x, y, x) a une valeur 
unique pour^=fe, que b soit fmi ou infini, el cette valeur 
est une fonction me'romorphe de y pour ^=6. La fonction 
y=^ (ar, y, # ) est done une fraction rationnelle eny . Si 1'on 
permute le rfile de x etde #, on a evidemment r==^(^, y, x). 
La fraction rationnelley(y) est done ne'cessairement du premier 
degre. Liquation (i), par suite, est une Equation de Riccati, 

Supposons mamtenant que Tint^grale gen&rale y(x) soit une 
fonction k n branches; par definition, nous entendrons par la 
que chaqite inle*grale y(x) a exactemenf n branches, exception 
e*tant faite peut-^tre pour certames inte'grales formant un en- 
semble denombrable. 

Soit c une quelconque des valeurs de y telles que Tmte'grale 

y( x -> y*-> - 270 ) ne s i l P as une fonction de x a n branches. 

Repre"sentons par E I'ensemble ( ' ) de ces points c dans le plan 

( ! ) Soit n' le nombre de branches de Tintigrdle.x(a?, c, j?), n.' est n^cessairc- 
ment rnomdre quen Garsi/i'>n, I'mtdgrale y(x<, y, a?) admettrait au moms 
n' bianches pour touted les valeurs y voismes de c Un raisoaneraeat analogue 
montreujue tout point hmite y* des points c est aussi un point <?, aulrement dit, 
Tensemble ddaombrable E est ferme, \\ renffrme son ensemble derive. Mais 
>ces remarques ne sont pas mdispensables au lai^onneraent qui suit. Ce raison- 

B. xo 
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des j/. Si b n'est pas tin point de cet ensemble, Fi 
y(x^ y, X s )) pour y egal a b ou \oisin de 6, est une fonction 
de x a n branches, soil les branches j/ n ... 3 y n . Les combmai- 
sons symetriques 



ont une valeur unique (a? gardant une \aleur distincte des 5) en 
tout point 6 du plan desj qui ne fait pas partie de Fensemble E, 
et celte valeur est une fonction meromorphe de .7 pour 7= b. 

Si done Impression umforme ^y } = 4 U, y\ "x 5 ) prdsente des 
singularites non polaires 7 ces points singuliers font partie de 1'en- 
semble denombtable E, et par suite, d'apres un theoreme bien 
connu, il en est, soil le poml y"= y, qui sont u>oles. Les in^mes 
remarques s'appliquant aux autres coinbmaisons symetriques, la 
fonction y = <?(xi JK ? X Q ] verifie une relation de la forme 



(I) j/^H-^-ijK ,^- 1 ^ 

ou les A y sont des fonctions um formes de y qui, si elles ne sont 
pas algebnques, admettent au moms (a distance fime ou infinie)' 
un point smgulier isole (point essentiel au sens de Weierstrass), 
soit le pointy = y. 

Mais si Ton permute le role de x et de #, on voit aussitot que la 
fonction y Q =u(li, y : ~x), fonction defime par (i), verifie aussi 
la relation 



ce qui est impossible, comme on sait (*), si les fonctions A y (a?, y 6 ,^) 
(ou une d'entre elles) admettent un point smgulier essentiel. 

nement ne diflere pas d'ailleurs du raisonnement des pages 19-20 du texte. Mais 
je lui donne ici un peu plus de de>eloppement en vue de ce qui v* suivre 

( J ) La proposition ele*mentaire sur laquelle on s'appuie ici est la suivante - 
Soit y (ss) uae fonction analytique de z de'finie par une relation 

(3) r n + A -j(< s ).X n ~ 1 -^- H-A 1 (5)y + A (^) = o, 

od les A ; sont des fonctions uniformes de z dont une an moms admet js = Y- 
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La fonction y = <p (#, JK, #) verifle done la relation 

#,.ro, a?) = o, 



ou les A y sont desfonctions rationnelles de y (et des fonctions 
uniformes de x et de o?). C'est ane fonction algebnque de y. 

6. Du role des points critiques fixes et des points critiques 
mobiles. 

Convenons de dire qu'un contour ferrn^ C du plan des x ne 
tourne pas autour d? un point fixe , si Ton pent le reduire a un 
point par une deformation continue sans rencontrer ce point . Ceci 
revient a dire que 1'angle du vecteur \x avec 1'axe reel positif 
reprend sa valeur initiale quand x parcourt une fois le contoured. 
Si, au conlraire, cet angle s'augmente de a/wrc (m entier positif 
ou negatif), on dit que le contour C tourne n fois autour du point $. 

Cette definition admise(*) ? soient v { etjys deux branches d^une 
integrate particuliere ,)'(#) de Tequation (i); nous dirons que ces 
deux branches se pet mutent autour des points critiques mobiles 
si Ton peut passer d'une determination a 1'autre en faisant decrire 
a x un contour ferine qui ne tourne autour d'aucun des points 
critiques fixes i. 

7. Equations dont V integrate gene/ ale n'admet que n 
branches permutables autour des points critiques mobiles. 

Si Pintegrale generate y(x} a ses points critiques fixes, soit L 



comme point singuher esscntiel isol. 11 est impossible que la fonction inverse 
z(y} soit une fonction a un nombrefini m de branches. 

En effet, (moyennant le changement ^ventuel de y en y ~t- h, h de*signant une 
constante), il est loisible de supposer que A (s) admet 5 = 7 comme point essea- 
Liel et, d'dutre part, que pour y = o les fonctioos -c(JO a ses m valeurs re*gu- 
li^res et dtstinctes de la valeur y ; poury voisin de zero, Jes m valeurs de z(y) 
difTerent done de y de quantite*s supeneures en module une certaine quantite" 
positive p Or, on peut toujours donner a z des valeurs lendant vers ze>o et 
tclles que A (-s) tende vers ze*ro avec ellesj pour ces valeurs, liquation (3) eny 
a au moms une racine qui tend vers zero; pour des valeurs y voismes de ze*ro, 
z(y] auratl done une valeur voisine de y, done plus de m valeurs ce qui est 
contre Thypoth^se. 

( l ) Voir, au sujel de cette definition, les n" 12, 13 et 14 



un chomm allant de x" en J- sans passer par aucun point ; la va- 
leur y = '? ( #O > ^) alnsl d fim " e est une faction partout me"ro- 
morphe de r, done une fraction rationnelle. On \oil, comme au 
n 5, qu'elle est du premier degre; 1'equation (i) est une equation 

de Riccati. 

Supposons maintenanl que cJiar/ue integrate /(#) ait cxacte- 
ment n branches permulabies antour des points critiques mobiles, 
sauf peut-etre certaines integrales formant un ensemble denom- 
brable et que nous appelleroiis exception/idles Nous dirons, alors 
que Tintegrale geneiale admet n branches permutableb autour 
des points critiques mobiles. 

Soil, comme pins haul, y*=c une des valeurs ( 1 ) pour les- 
quellesTmt^gralej-f^, j , x*) ebl exceptionnelle el soit E Ten- 
semble des points c dans le plan des r. Pour loute valeurj'=^> 
q iii ne fait pas partie de I* ensemble E, 1'integrale y(x^ 6, # ) 
admet n branches permutables autour des points critiques mobiles, 
sou les branches Y,,Y 2 , ...,; nous pouvons tracer, dans le plan 
des x, un chemin L joignanta? et^ (sans passer par aucun point ) 
e t (/i i) contours fermes partant de x pour j re\ r emr sans tour- 
ner autour d'aucun point 5, lels quey(^, 6, X Q ) acquiere en^rsur 
ces chemins les n valeurs Y f , ..., Y /2 . Pour.}- voism de b, I'm- 
tegrale y(&iy*, ^ ) prend en x^ sur les memes cliemins, n va- 
leurs distinctes^j . .,>'// voismes de Y i , ..., Y, et ces n va- 
leurs se permutent autour des points critiques mobiles. Les 
combinaisons syme*triques 



auront done (le chemin L e"tantdonne*) une valeur bien determinee 
pour toute valeur b (finie ou infinie) de y qui ne fait pas partie 
de 1'ensemble E, et cette valeur sera une fonction xngromorphe 
= 6. 



( ! ) On peut faire sar ces valeurs les m&mes remarques qu'a la page i45 (note) 
L'int6grale y(x^ c, "a?) ne peut avoir que ri<n branches permutables autour 
des points critiques mobiles. De p.lus, Penscmble E es*t ferini. 



NOTE. '49 

Deslors, on pent repeter sans modification le raisonnement du 
n 5. Lcb fonctions A/(#, jy , #) sontnecessairement7*#^o/JAi6/$ 
en r; la seule difference est que ces fonctions ne sont plus, en 
general, uniformed en x ou en x. II resulte evidemmenlde ce qui 
precede que leurs diverbes branches sont holomorphes ou mero- 
morphes en x et en jc lorsque r et# different respectivement des 
valeurs , mais elles peuvent admettre ces valeurs comme singu- 
larity's transcendantes fixes, soit dans le plan des x, soit dans le 
plan des x* (<). 

En definitive, pour La classe d 'equations considei ee, lafonc- 
tion y = cp(#, .7, #) est une fo/tctton algebrif/ue dey", et les 
branches de cette fonction qui se permutent entre elles, quand on 
fait sarier seulement JK, correspondent a n branches d'mte*grale 
j'(jc) pet tnu tables autour des points ct uiques mobiles. 

8. Pro/)/ tetes des equations precedentes. Les equations du 
numero precedent, comme celles du n 5, rentrent done dans les 
equations dont 1'integmle generale y(x] est une fonction alge- 
bnque de la constante arbilraire convenablement choisie On a 
vu, dans le corpb de FOuvrage (p. 19-20), que 1'integrale generale 
de Tequation (i) pent alors se definir par une relation de la forme 

(I) \-- 

ou A designe Fintegrale generale d'une equation de Riccati : 

(II) -T- = G^)X 2 -*- H(^)X 



les coefficients L y , M/, G, H, K designant des fractions ration- 
nelles en x. 



(') Par ex era pie, liquation y'= a comme mt^grale./ =.x -hlog ; # = o 

et x = oo sont points JogariLhiniques de y = 9(0?, y\ x 9 } amsi que a? Q =^o 

n i, \ 

et ^ = oo. De uidme, liquation y' = ~ a comme integrale y T=y*e\* *'; 

r /^\ a 

nX^ * comine integrale : y ^"l "~oj ' 
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L'integrale de 1'equation (II) peut s'ecrire : 

(II bis) \(at) = _y (C constante arbitraue), 

Li9 H~ 91 

les fonctions /, f { , 3 et o, etant des fonctions bien determinees et 
holomorphes de F dans le voismage d'un point x* arbitrairement 
choisi en dehors des points . Si 1'on rem place \ par cette expres- 
sion dans (I), toute intgrale^(#) de (i) verifie liquation 

n bls] 
( } 

pour une valeur convenable de C. 
Considerons 1'equation 



dont le premier inembre est un poljnome en y de degre (2/1 2) 
an plus; soil jy 1 ==(#) une de ses racines, el j son ordre de mul- 
tiplicite (pour x quelconque). 

Si y = g (x) est enm^me temps unemtegrale particuliere de (i), 
1'egalit^ (Ibis) admel, pour une ^aleur convenable de la con- 
stante C, la racine y = g(x) comme racine d'ordre^/H-i (pour 
x arbitraire). Appelons solution multiple d ^ ordre y + i, toute 
integrale particuliere y = g (x ) de (i) qui, pour une valeur conve- 
nable de la constante et pour x arbitraire, est racine d'ordrey -f- \ 
de liquation (Ibis) eny. Une telle solution est n^cessairement 
racine d'ordrey de liquation (III) et, par suite, est une fonction 
al^brique de x. Les valeurs de la constante G qui correspondent 
aux solutions multiples seront dites valeurs remarquables de C. 

Ceci pose, le coefficient dififerentiel de (i) etant n , ;> soient 

vl^ y) 

p et q les degrs en y de P et de Q, et soit v le plus grand de& 
nombres p et q -j- 2. II est loisible (moyennant une traasformation 
homographique effectu^e sury) de supposer p = v, q = v 2, et 
c'est ce que nous ferons. On a demontr (p. 28-24) que v est exac- 
tement egal a %n, d mains qu'il n } existe des solutions mul- 
tiples de (i). Mais dans ce dernier cas, liquation de Riccati (11) 
admet au moms une solution alg^brique et se ram&ne aux quadra- 
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lures. La relation, qui existe entre v et n est alors : 
(IV) v = an - 

j -h i designant la multiplicity d'une des solutions multiples et la 
somme Vy etant ^tendue a toutes les solutions multiples. 

S'il n'existe qvCune seule valeur remarquable, soil G { , de la 
constante, designons par A, la solution correspondante de liqua- 
tion de Riccati (solution qui est necessairement rationnelle] ( { ), et 
par l { le nombre des racines distinctes de 1'equation (1) eny quand 

on j remplace X par \ { (x 6tant arbitraire). La somrne ^/ est 
egale a n / 1 , done au plus egale a n i , et v est au moins egal 
an-+-i. La transformation [*(#)= ^J.^ ramene 1'equation (II) 

a une Equation liu^aire coefficients rationnels. 

S'll existe deitx valeurt remarquables (mais deux seulement), 
soil Ci et C^, de la constante, d^signons par A< et X 2 les int6grales 
correspondantes de Fequation de Riccati, par /< et 4 le nombre 
des racines distinctes de liquation (I) en y pour \ = \^ et AssX a . 
On a 



Comme il est lolsible d'effectuer un changement homographique 
sur C, on peut toujours admettre que G = o et C = oo sont les deux 
vaieurs remarquables de C et Inequation, (I bis] peut alors s'^crire 



(V) C^w( 

oti les i sont des entiers positifs ou ndgatifs sans facteur commun. 
La somme des entiers i positifs est 6gale a n et celle des entiers i 
n^gatifs a n. 

S'll existe au moins Irois vaieurs remarquables de la con- 
stante, Tint^grale g^n^rale de (i) est n^cessairement alg^brique. 
Le nombre des vaieurs remarquables de G et des solutions mul- 
tiples de (i) est ^videmment fini. 

f 1 ) En effet, si \(x) avait au moias deux branches, ces deupc branches, d'aprds 
(II bis}, correspondraient ^ deux vaieurs distinctes de C qui seraient toutes deux 
remarquables. 
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9. Posons-nous d'apres cela la question suivante * 

Reconnaitie si V integrate generate d'une equation (i) 
donnee rfacquieit qii'un no nib re do/me n de branches autoar 
des points critiques mobiles 

La question (p. 2$) se resout a 1'aule d'un nombre fini d'opera- 
tions rationnelles, et si la reponse e^t affirmatne, la metlxode 
fourmtexphcitementles equations (I ) et(Il) ; liquation (i) eslainbi 
ramenee rationnellement a une equation de Riccati. 

Posons-nous maintenant la mdme question, inais sans que le 
nombre n t>oit do/me. 

Soit to uj ours 

p =2 y -f- a s= v 

L'entier n est au moins egal a - On peut to uj ours reconnaitre, 
^ 

a Faide d'un nombre fini d'operations rationnelles, bi Pentier n a 
une valeur inf^neure ou egale a v. Quand la reponse est negalne, 
si 1'integrale jouit de la propriete* etudiee, il existe au moins deux 
valeurs remarquables de la constante(puique v estinferieur a ^4- 1 ), 
S'il en existe au moins trois, 1'int^grale de (i) est algebrique : ecar- 
tons ce cas. S'd en e^iste deux seulement, 1'mtegrale peut i>e 
mettre sous la forme (V). Jl est facile de reconnailre s'll en est 
ainsi. 

En eflet, on peut toujours decider, a Paide d'un nombre jini 
d'op^ralions raUonnelles, si Fint^grale d'une equation (i) donnee 
se laisse mettre sous la forme (V), oules i designent des constantes 
numdriques quelconques dont la somme est nulle. II suffit d'ex- 
primer que liquation 



coincide avec liquation (i); or Pequalion (VI) peut s'ecrire 



A et A f d^signant deux poljnomes enj^ le premier de degre v 2 y 
le second de degre" v au plus, et B de*signant un polynomc de 
degre v en y dont les racmes sont les valeurs y >(#). Gomme 
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on doit avoir 

fj=_ 
A ~ Q' 

le polynome A eny doit etre divisible par le polynome Q en y de 
degre au moins egal, les deux polynomes ne different done que 
par un factcur fonction de x seulement el qu'il esL loisible de sup- 
poser egal a i. II buit de la que la different telle 

P dx Q dy 

admel un uiultiplicateui -g> oil B est un polynome en y de 
(teg re v a racines simples. 

On commencera done par reconnaitre (ce qui est facile) si un tel 
multiplicateur existe. S'il existe au moins deux tels multiplica- 
teurs distincts (c'est-a-dire qui different autrement que par un 
facteur constant), leur quotient est une integrate premiere de 
Fequation (i), et ce quotient est une fraction rationnelle en y de 
degre v : reader n serait par suite egal a v, ce qui est contre Fhy- 
pothese. En definitive, dans 1'hypothese ou nous nous plaons ? 
deux cas seulement sont possibles : ou bien il n'existe pas de mul- 

tiplicateur de la forme -gj ou bienil n'cn existe qu'un (ddfini a un 
facteur constant pres). 
Si Ton pose 



les JoncUons a^(^) vont delerminees r at tonne lie me nt, ainsi 

V'(zr) 



L/ expressi on B <5tant ainsi calcul^e, il faut : i que les ra- 
cines y = gk(%) deBsoient toutes simples; 2 que les residusck( { } 

de la fraction ~ rationnelle en y aient des rapports commensu- 
rabies. Quand ces conditions sont rem plies, consid^rons ces 

( l ) Ces r^&idws sont des constautes ( independantes de a;), car soil __ * r 

un des termes de la fraction ^ decornposee en fractions simples; a iitc 1 est une pe- 

Jt> 

node de la diff^rentielle ---w - > done de la differenuelle totale exacte ^ - ; 

Jt> JtJ 

elle est, par suue, independante de x, c : est une constante numenque 
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nombres rationnels rendus irreductibles; appelons i { le plus 

petit commun multiple de leurs denominateurs ; il nous est loisible 
de multiplier B par une constante numenque telle que c\ de- 
vienne i\ . La nouvelle expression 

Q dy P d,K 
B 

est une dififerentielle totale exacteou Ton a 



les i d^signant des entiers sans facteur commun. 

La primitive de cette differentielle est done de la forme 



et Ton a 

-rt 

} ~ 



A et Ao etant des polynomes en y rationnels en x, ainsi que 
~ g*)- L^identite 

P 



montre aussitdt que h l est connu, lui aussi, rationnellement. 

En definitive, dans le cas que nous venons de traiter 3 nous savons 
mettre Tint6grale sous la forme 

H(a?, y) x u(x) = const., 
v! 

ou H est un polynome enj^et x et ou ^ /*'est rationnelen<a;. 

10. Conclusion. Posons-nous, d'apres cela, le probleme 
suivant : 

Reconnattre si C integrate generate y(x) d'um equation (r) 
donnee est ane fonction TRjuvscBj?rDA.NrE qui n'acquiert qrfun 
nombre fini NON DOWN^ de branches autour des points critiques 
mobiles (ce nombre etant lemSme pourchaque integrate, sauf 
peut-tre pour un ensemble denombrable d* integrates parti- 
cultures). 
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La reponse s'enonce ainsi : On peut, & V aide d'un nombre 
Jim d'opei ations rationnelles, resoudre fe probleme et (si la 
reponse est affirmative] ramener Inequation a line equation de 
Riccati ( 4 ). 

II est interessant de remarquer que si on se pose le mme pro- 
bleme en supprimant la restriction que Pintegrale doit tre trans- 
cendante, le probleme devient beaucoup plus difficile ; on ne sail 
pas reconnaitre encore, en general, si Fintegrale g^ndrale d'une 
equation (i) donnee est algbnque. Le probleme transcendant ap- 
parait done ici comme plus simple que le probleme algbrique cor- 
respond ant. 

La nature de 1'integrale generale ;)'(#) d'une equation (i) ebt 
bien elucidee d'apres ce qui precede, dans le cas ou ellen'acquiert 
qu'un nombre fini de branches autour des points critiques mo- 
biles, ce nombre elant le mime pour chaque integrate particu- 
liere, sauf peut-eti e pour certaines integrales exceptionnelles 
foimant un ensemble denombrable. 

Mais il est impossible de ne pas se poser la question suivante : 

Quelle est la nature de I* integrale generale y(&) d'une equa- 
tion (i), quand chaque int&grale particuliere est une fonction 
de x & n branches AU PLUS ou (plus g&n&ralement} admet AU 
PLUS n branches per mutables autour des points critiques mobiles? 

Avant de traiter cette question, j'^tendrai les resultats pre- 



( ! ) Toutefois, sous? cette forme, 1'^nonce comporte une cerlaine restriction; 
une fois liquation (i) ramenee ^ une Equation de Rrccati, son integrale ne sera 
transcendante que si I'mt^grale de cette Equation de Riccati n'est pas alg^brique 
Or, quand on cherche a reconnaitre si J'int6grale d'une equation de Riccati (6 
coefficients rationnels) est alg^bnque, il est un cas exceptionnel ou Ton ne sait 
pas trancher la question mais ou Ton salt seulement ramener liquation a 

la forme ~ s=H(a?), H 6tant une fonction alg^bnque de a? a deux branches 
Toute la difficult^ est alors de reconnoitre si les p^riodes de I H(x)dx sont 

commensurables avec at'-re, probteme d'Abel qu'on ne sait pas rsoudre en gene- 
ral L } eftonc6 absolument correct repondant au probleme du n* 10 serait done 
On sait resoudre le probl&me d Vaide d'un nombre fini d'operations ration- 

nelles, ou ramener ^equation d la quadrature = H(a?) dx, ( H fonction at- 
g6bnque a deux branches). 
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cedents aux equations (i) oft le coefficient diflferenliel est encore 
rationnel en jr, mai* non plus en x. GeLtc extension nous per- 
mettra de mieux fa ire ressortir certaines difficult^ particulire- 
nient delicates. 

11. Proprietes des equations (i) / ationnelLes en y el ana- 
lytiquesenx. Supposonsd'ahord que, dans liquation (i), ^ soit 
rationnel en y et uniforme (mais non rationnel) en x. Rien n'est 
change aux th^oremes fondamentaux des n 08 2 et3non plus qu'aux 
resultats des n os 5 el 8, a condition de ranger parmiles points \ 
enumeres p. 8-i5 les bingularites transcendantes des coefficients 
de P el de Q (points essentials, ensembles parfaits de points smgu- 
Uer&, bgnes singulieres). Quand Finlegrale gdneiale de Fequa- 
tion (j) ac([iuerl n branches autour deb points critiques mobiles, 
Fequation se ramene a une equation de Riccati (II) (p. Mp) P ar 
une transformation (1); mais le& coefficients de cette transforma- 
tion ne sont plus rationnels en x non plus que les coefficients 
de (II); ce sont des functions algebriques rationnelle^ des coeffi- 
cients de P et Q et de leurs derivees jusqu'a un certain ordre. 

Supposons rnaintenant que P el Q soient des poljnomes en y 

dontles coefficients sont des fonctions multiformes de r. Consi- 

p 
derons une branche quelconque de la fonction ^> et appeions- 

point 5 tout point singulier non polaire x = % de cette branche, 
et tous les points ^num^r^s p. 8-i5. Bornons-nous (mais umque- 
ment par raison de clarte) au cas ou il n'existe qu'im nombre fini 
de tels points . Si x n'est pas un point 5, partons de x avec une 
valeury de y et en adoptant une branche determine de ^ pins 
faisons d^crare a x un chemin qui ne passe par aucun point ?; 
toutes ies propositions prdcedentes (n 08 1-8) peuvenUtre rep^t^es, 
mojennant toutefois la remarque ddja faite sur la nature des coeffi- 
cients des equations (I) et (II), coefficients qui sont alors trans- 
cendants. 

Cette extension faite, revenons au role des points critiques fixes 
et mobiles. 

12. Retour !>ur les propnetes des points critiques fixes et les 
points critiques mobiles. Soit \ un point singulier fixe de Tin- 
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legrale generale y(x) de (i) Par definition (n 6), le poinl x, 
quand il a parcouru un contour ferine, n'a pas tourne autour du 
point si F argument de x a repris sa valeur imtiale. 

Par example, supposons que x decrive q fois un cercle de 
centre \ dans le sens positif, puis un lacet autour dVm point cri- 
tique mobile, el enfin q fois encore le cercle C, mais dans le sent? 
negatif. Quand il a parcouru ce contour, x n'a pas tourne auiour de . 

Appliquons cette remarque a Pequation ( 2) eludiee an n (> 4 



Consideions une integrate particuliere qnelconque J'(T) el la 
branch e de celte integrale, soitjr^r), qui s'annule pour;r=o; 
soit j> la valeur de cette branche pour # voisin de zero; si 
le point x decrit q ibis dans le sens positif un cercle C de 
centre 5= <> (a pai^tir de ^)j la branche y { (x} consider^e (holo- 
morphe pour x = o), reprend toujours la m^me valeur en a; . 

D'autre part, la function r(.r) adrnet le point critique alge- 

brique x\ = -- - e ^r+< ; en ce point, deux valeurs de y devien- 

nent cgales a i et se permulent autour de j?j. Joignons x a ,T { 
parunchemin L tel que quand x decrit L, y(x} partant dea? a^ec 
la valeur j ait en x\ la valeur i ; puis faisons tourner x une fois 
autour du point # M revenons au point x (} sur le mme cheinin L 
'[sojt ^ 2 (#) la nouvelle valeur de y\ et faisons d^cnre encore 
q fois k x le cercle C, mais dans Je sens negatif. Quand x a par- 
couru ce circuit total, x n' a pas tourne autour de$ points en- 
ti(jues fixes de r&/ualion (a). Mais la branche y*(x} de y, 
admettant x = o comme point transcendent d'esp^ce logarith- 
mique, q \aleurs de j'(j?) se permutent entre elles dans les q der- 
m^res rotations f 1 ) le long de G. Nous arrivons ainsi a celte con- 
clusion d'apparence un peu paradoxale : I' integrate y(x) rfe (2) a 
deux points c/ tuques fixes x = o et x = oo, et un seal point cri- 
tique mobile (point algebrique au vouinage duquel deux 
branches se permutent); nwis une infinitt tie branches de y(x) 
se permutent entre elles quund x tourne autour* du point cri- 
tique mobile sans tourner autour des points critiques fixes. 

( l ) La mSmechosea lieu si Ton renverse le sens des rotations auiour de 
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13. Tracons, dans le plan des #, une demi-droite issue de 0, par 
exemple Taxe reel negatif L. Dans Fexemple pre"ce*deiit, le point x 
franchit q fois cette coupure dans un sens et q fois dans le sens 
inverse. Qu'arriverail-il si Ton assujellissaitle poml x a nejamais 
franclur la coupuj e L? 

D&inissons ane integrale/O) de (2) par sa valeur 7 pour # = i. 
II est facile de voir que, saivant qae y 9 est dans un certain do- 
maine D de son plan ou en dehors de ce domaine, y(x) acq inert 
deux valeurs ou une seule quand x varie arbitrairement sans 
franchir L. 

Considerons en effet Tintegrale y(J>) qui pour JP a ebt egale 
& 1? et survons les deux branches y { , y> Aey(x) ainsi defmies 
jubqu'au point # = i snr un chemin qui ne traverse pas L. Nous 
arrivons ainsi en x = i avec deux valeurs y { =f t (a), y 2 =f 2 (a) 
bien d^terminees ; quaiid a varie arbitrairement, les> deux points 
y\(a)) y*(a) varient dans un certain domaine D du plan cles y^ 
domaine limite par les lignes que parcourenty, et j> quand a de- 
crit la coupure L ( i ). Ce domaine D n'embrasse pas d'ailleurs tout 
le plan des y. En effel, sou y^ une troisieme branche de 1'inte- 
grale/(^}, ety sa valeur pour x = i. Quand x vane a partir du 
point a sans franchir L ? la branche jKa(^) ae presente ni en dehors 
de L ni sur L ducun point critique ( J ); la valeur de y n'est done 
atteinte par aucune des fonctions y^ (a), y*(u) quel que soit a. 

Done, quand x va/ie arbitrairement a partir de x = i sans 
jamais franchir la coupure L, V integrate genei ale y(x}de(z], 
dejinie par j,i,y?=zy*+ a deux determinations si y* est inte- 
rieur au domaine D, et une seule determination si y* e$>t exie- 
rieur a D ou sur la frontiers de ce domaine. Ce domaine D de- 
pend essentiellement de la demi-droite L issue de Torigine qu'il 
nous a plu de choisir. 



( l ) A un point a de L coi respond deux couples de valeurs y^ j* 2 (et non un 
seul) suivant qu'on va de a au point x = sui un chemin qui part de L d'un 
c6t^ ou de Tautre Posonsy= WH- w. La fionuere de D fait partie de la courbe 

u = 9 tangfjcomme' on le voit, d'apres I'^gahL^jKe^ =ye.>- , en faisantjv = i r 

vC 

a; = i et en donnant ^ x des valeurs replies (negatives). 

(*) Autrement, 1'mt^grale particuhere y(x) admettiait au moms deux points 
critiques mobiles, et Ton sait qu'elle n ? en poss^de qu'un (n*4) 



KOTE, [09 

14. De la rotation autour des points critiques mobiles. 
Imaginons qu'a la definition adoptee au n 6, au sujet de la rotation 
de x autour des points critiques mobiles, nous substitutions la defi- 
mtion suivante : 

Les points 5 etant en nombrejini, tragons a partir de chacun 
de ces point* des lignes s'ecartant & Vinfini et sans points 
communs. 

Convenons de dire que I' integrate generate y(x) est une 
fonction a n bi anches pet mutables autour des points critiques 
mobiles si, quandxvarie sansfr anchir ces conpures^ n branches 
exactement de chaqae integrate particufiere y(x] se permu- 
tant entre elles (exception etant faite peut-tre pour cet tames 
integt ales Dormant un ensemble denombrable). 

Quelles sont les proprietes qu'entrame cette definition? II est 
bien evident, tout d'abord, qu'elle permet de repeter tons les rai- 
sonnements du n 7 : toute equation qui repond a la definition 
nouvelle renlre done dans la classe deu equations dont Fintegrale 
generale^a?) est une fonclion algebrique dey. Mais cette defi- 
nition est beaucoup plus ^troite que celle du n 6, comme le 
montrent aussitot les exemples suivants. 

Considerons Tequation 



dont Fint^grale gen^rale est y = y/log^? + (/)" 3 si y estla valeur 
de / pour x = \ . Les points sont ici x = o et x = oo. D'apres la 
definition du n 6, 1'int^grale y(z) est une fonction a deux 
branches permn tables autour des points critiques mobiles, mais 
elle ne repond pas la nouvelle definition. Tragons, par exemple, 
le demi-axe reel negatif et assujettissons x a ne pas le franchir. 
L'integrale y(j$) a deux branches permutables si y* se trouve dans 
la partie D du plan comprise entre les deux hyperboles $vj =7r, 
{^:=: -4-7^); si y est exterieur 4 D, y(x) n'acquiert qu'une 
determination quand x varie sans franchir la coupure. 
Considerons de mme la fonction 
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qiii verifie 1'equation 



elle acquiert quatre determinations autour cles points critiques 
mobiles, d'apres la definition du n 6. Appliquons> la nouvelle defi- 
nilion en prenant comme coupure Paxe reel positif da plan des x ; 
Y(X) acquiert alors deux determinations sauf pour Irs valeurs 
*ree(lesde CL Lanouvelle definition n'est done pas satisfaite. En un 
mot, elle estbeaucoup plus restremte que la premiere. 

15. On pourrait, il est vrai, adopter la derniere definition en 
supprnnant la restriction qu'elle renferme. Les coupures etant 
tracee^, on conviendrait de dire que Fintegrale generate y(x) est 
une fonction a n determinations permutables autour des points 
critiques mobiles, sij (x) n'acquiert que n \aleui\s au plus quand 
x \ane sans franchir les coupures. Mais si Ton applique cette defi- 
nition a I'exemple du n 13, on voit que 1'int^grale r( x, y, # ) 
de liquation (2), permutable autour des points critiques, acquiert 
ileux determinations ou inie seule suivant que r est dans une cer- 
laine region D de son plan on dans une autre : la region D depend 
essentiellement de la coupure issue de x = o que nous choisis- 
sons. Enfin, /(#, y*, ir) est une fonction der*Aune infinite dr 
branches. La derniere definition propos^e est a la fois arbitraire et 
trop g&a&rale, G J estbienla definition du n 6 qrn s'impose dans les 
probl&mes que nous traitons ici. 

16. Remarques sur Vequalion y = H(a?)^-^ oft H est une 

fonction transcendante de x Les remarques pr6c6dente<> en- 
trainent des consequences interessantes sur liquation (2) ou 1'on 
remplace^? par une fonction transcendante convenable d'une nou- 
velle variable. 

Considerons, dans le plan des x, une aire A situe*e lout entiere 
au-dessus de Taxe r^el, et limit^e par un contour ferine qm rfest 
nulle part anctlytique. Soit x == F(X) une fonction effectuant 
la representation conforrae de A sur le cercle F du plan des X qui 
a Fongine pour centre et pour rayon Funite. La fonction F(X), 
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holomorphe dans F, admet la circonference F comme coupure 
essenttelle. 

Si nous rcmplacons x par F(X) dans liquation (2), il vient 



H(X) designant aue fonction de X, holomorphe dans F et 
senlant cette circonference comme coupure essentielle. A 
rieur de F, Pmt^graley(X) n'a pas de points singuliers fixes. 

Supposons, par exemple, que F soit egal a i pour X = o. 
nissons unc integrate particuliere (/X) ,de (2 bis) parX=o, 
y = y*. Je dis que V integrate y(X) est line f one lion uniforme 
ou a deux blanches selo/i <jue y est exteneur on uUeneur dc 
un certain do/name D' da plan des y*. 

En effet, soit a un point du domaine A; considerons Pinte- 
grale y(x) de (2) qui, pour x = a, est egale a i, et faisons de- 
crire a x, a I'interieur de A, un chemin quelconque joignant les 
points x = a et x = i\ soient, comme plus liaut, r { (a), y%(a) les 
deux valeurs amsi obtenues pour 2? = / ; quand a varie dans A, ces 
deux %aleurs y^ (), jKa(^) varient dans un certain domaine D' 
(compris dans le domaine D du iium^ro precedent). Si y* est inte- 
rieur a D', C integrate J"(X) est une fonction de X a deux 
b?'anches } admettant la circonference F comme coupure essen- 
tielLe ( * ) ; si y* est ex te rieur d D' ou apparttent a sa frontier e t 
est holomorphe dans la circonference F [coupure 



Remarquons que Finl^grale gen^rale de (2 bis} est d^finie par 
la relation 




soitX =i, d'ou F==/; Fmt6grale t 7 = y(X,7), d^finie par 



(*) Soity^X), y a (X) ces deux branches; y\-y et y^y^ sont des fonctions 
de X holomorphes dans r, ^(X) admet dans r un seul point critique 

( 2 ) Si le domaine A comprend 1'nngmear = o, l'mt6grale^(X) est une fonction 
qui a dans r un seul point critique (qui est fixe} ou au contraire deux points 
critiques, Tun fixe, Tautre mobile, cela suivant que y fait partieounon d'un certain 
domaine D A . Dans le deinier cas, une infinite de branches dej^(X) se permutent 
sans que x tourne autour des points critiques fixes, 



est une fonction de X& line oa deux branches suivant les valeurs 
de 7, definie seulement dans F (coupure essentielle), et une fonc- 
tion de 7, a une infinite de branches. Si 7 est exteneur an 
domame D', une seule de ces branches represente 1'integrale j(X) 
egale 17 pour X = o ; toutes les autres branches representent des 
inte'grales particuheres de (2 bis) qui ne se permutent pas dans le 
champ desXavec la precedente. Siy Q est inteneur au domaine D', 
lameme remarque s'apphque a toutes les branches de cp(X, 7), 
sauf a deux. 

Si y* vane et sort de D' 3 une des branches de <p(X, 7) qui 
coincide avec une des deux branches de Pintegrale jr(X) defmie 
par X = o, y=y*i cesse de jouir de cette propriete quand JK 
franchit la frontiere de D'. 

Soil y (or) Fintegrale de (2) defmie par x = i, y = y*, et soient 
y^yl, .'.,)'", - les valeurs qu'acquiert y(x) quand x de*crit, 
a partir de , un contour ferme quelconque sans tourner autoiir 
des points critiques fixes. Parmi ces valeui-b yj, y^ ..., il en est 
une seule ou il n'en estaucune qui soit une valeur, pour X= o, de 
la fonction J'(X) definie par X = o ? y=y 9 cela selon que 7 est 
int^rieur ou non a D'. Les branches de la fonction y = <p(X, 7) 
representent les mt^grales j(X) de (2 bis) qui, pour X o, 
prennent les valeurs 



17. Dans 1'ex.emple precedent, H(X) est une fonction uniforme 
& ligne singuliere esseniielle. On peut former des exempies qui 
prebentenldes propriete*s aussi curieuses, et ou H(X) est une fonc- 
tion a une infinitd de branches, n'ayant qu'unnombre fini de points 
smguliers. 

Consid6rons Pint^grale elliptique / * y et soient 

J /*(* l)(*H-X) 

o) i (X) ? ci) fl (X) deux periodes primitives de cette inte*grale, choi- 



sies defacon que, pour X = i, une des valeurs de ~ soit -4- 



0> 2 

3n que, pour yv = i, une ues vaieurs uc 
Posons 

d'ou 



p designant une fonction modulaire de x. La fonction #(X) est 
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hoiomorphe, sauf pour X = o, X = i , X = oo. Ce changement de 
variables tranaforme liquation (2) dans Fequation 



dX ^(X) y -4- i 

la fonction H(X) representant une fonction a une infinite de va- 
ieurs, holomorphes sauf pour X = o, X = i ? X = oo. Les seuls 
points sont done ici les points o, i, oo. 

De"finissons une inte'grale ^'(X) en prenant X = i comme valeur 
initiale de X, en adoptant pour X= i la branche de ~(X.) qui est 
egaje a , et en appelant y la valeur correspondante de j(X). 
Quand X varie arbitrairement, #(X) varie dans son plan au-dessus 
de Vaxe reel. II suitde 1& quej(X) n'a d'autres points critiques 
que X = o, X = i , X = oo si y est exterieur a un certain do- 
maine D v du plan des y* ( { ). Si t 7' est mte"rieur a ce domaine, 
y'(yi) presente un point critique mobile et un seul. 

Quand X decrit dans son plan un contour ferme quelconque 
sans tourner autour des points X = o, X = i , deux valeurs dey (X) 
au plus se permulent : en ejQTet, le contour parcouru, a? = T(X) 
reprend sa valeur initiale, et, d'autre part, comme x n'a jamais 
franchi Taxe r6el de son plan, la fonction y(x] correspondante ne 
saurait prendre que deux valeurs au plus chaque fois que x re- 
passe par sa position initiale. 

L* integrate y(^} de r equation (zter) est done une fonction 
d points critiques fixes ou a deux branches pennutables autour 
des points critiques mobiles, selon quey* est exterieur ou intt- 
rieur a un certain domaine D". 

Les remarques faites au n 16 sur les branches (en nombre 
infini) de la ionction y = ?(X, j, X), peuvent se re'pe'ter ici; 
seules, deax ou une de ces branches (permutables dans le champ 



(*) Conbid6rons la relation ye? = y*ei*~ et faisons ^= j, 9 =; daps 
liquation y a e>= ^-? faisons varier x a partir de i au-dessus de J'axe rel, 

en adoptaol pour x = t la racine double y = i, la raciney(a;) d^cnt aiors 
le domaioe D", la courbe IiroUe de ce doraaine'fait partie de la courbe w= 
(hi JK= tt-t- iv ) (voif le n 13> p. i58). 
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des 7) represented 1'mlegrale J'(X) qui, pour X = X, esl egale 

aj. _ 

Soit X=i; quandy franclnt la frontiere T deD", unebranche 

de <p( X, j, 5? ), qui represente Vintegralc y( X, r, X" ) d'un cote 
de T, represente de Tautre cute une integrate y(X) dont aucune 
branche ne prend la valeur y*. 
Si Ton a\ait pose 



une des valeurs de a' correspondant a une certame valeur X, de X 
seraitnulle. L^equaLion (2 1V ) ainsi obtenue presente un qualnemc 
point ?, a savoir X = X,. Quand X varie arbitrajrement, a: vane 
dans son plan au-dessus de la droite 4 6 = 2Z (si x = a + p); 
selon <jue / est exterieur ou non a un certain domame D /7/ , la fonc- 
tionjK(X) n'a que des points critiques fixes ou au conlraire un 
point critique mobile : clans ce dernier cas, la fonction y (X") a une 
infinite de branches qui se permutent sans que X tourne autour des 
points critiques fixes. La fonction y = s>( X,j, X ) a une infinite 
de branches qui se permutent dans le champ deb j' ; si j cst m- 
teneur au domame D w , toutes ces branches represenlcnl des 
valeurs de 1'integrale JK(X), dont une des valeurs pour X=i 
esljK ; *iy est exterieur a D w , une seule de ces branches repre- 
sente celte integrale. 

18. Quelques remarque* sur les equations donl les inte- 
grates y(x} sont des fonctions a n branches en plus Les 
exemples precedents font comprendre toute la dilficultd dc la 
question que nous nous posons itiamlenant : 

Quant les mtegi ales y(x) d'une equation 
(i) /= ^, ( , r 'l (Pet Qpolynomes enj) 

Viv^'i &) 

ont n branches AU PLUS, Uintegrale generate y = <p(^, JK ? # u ) 
est-elle necessairement une fonction algebrique 



Si nous ne faisons aucune hypothec sur les fonctions analy- 
tiques #/(#), bj(&)<> coefficients des polynomes P et Q en j', la 
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reponsc est surement negative. L'exemple du numero 16 nous a 
montrc une equation (i) dont les coefficients sont des fonctions 
umformes affectees d'une hgno singuliere, et dontl'integrale gn&- 
rale y = cp ( #, y, # ) est une fonction transcendante de ^, bien 
que chaque integrale partieulierejy^) soil une fonction umforme 
ou a deux branches (selonja valeur de jv ). 

Plus generalement, posons-nous la question precedente en ad- 
metlant settlement que chaque integrale acqidert au plus 
n branches auto ur des points critiques mobiles. L'exemple du 
numero 17 nous montre que la reponse est negative, mme dans 
un cas ou les coefficients de P et Q sont des fonctions de x n'ayant 
que trois points singuhers (mais une infinite de branches), 

Mais restreignons-iious an cas oil P et Q sont aussi des poly- 
nome? en x et ozV y(z} admet n branches au plus. Quelle est 
alors la reponse a la question pos^e? 

Trahons d'abord le cas de n = 2. 

19. Cas oil les integrates v(x) ont deuv branches au plus ( 4 ). 
Sou Qi(j", as) un des polynomes qiu sont en facteur dans Q 
(polynome qui se confond avec Q lui-m^me si Q est irreductible) 
et soit x = a, y = J3 un point de la courbe algebrique 

(2) Ql(P, *)>. 

Si a est une valeur quelconque distincte des %, rintegrale t /(^) 
qui, pour x = a est egale a p, admet x = a comme point critique 
algebrique autour duquel deux braaches y^y* de y(x) se per- 
mutent : les combinaisons yi + y z et y^y* n'ont qu'une seule 
valeur quels que soient # et le point (a, {!) de la courbe (2); 
autrement dit, les fonctions 



sont des fonctions uniforrnes de ^ et du point analyttque a, p, et 
ces fonctions ne peuvent admettre comme points singuliers trans- 



() Nous admettons qu'une integrale particulidre, au moms, a deux branches; 
smoa Pdquation serait une Equation de Riccati 
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cendanls que les valeurs #:= dans le champ des x et les va- 
leurs a \ dans le champ des a. La fonciion yvfrifie liquation 



Supposons d'abord que i et y ne soient pas tousdeuxrationneb 
en a, {3, et soil a =5 un point transcendant de ty (ou de yj; si 1'on 
pose a = v ? v ^tant un entier convenable, [3 est rationnel en. / 
pour t voism de z&?o, et les fonctions <i et y de (or, j) sont urn- 
formes en t pour ^ voisin de zero; t = o est done un point singu- 
lier essentiel (au sens de "Weiers trass) de i (ou de -^). 

Or y(x} verifie la relation 



et d'apr^s un theoreme aujourd'hui bien etabli (*), si dans cette 
relation ( ou x a re<ui une valeur num^rique #) 5 je donne ay une 
valeur arbitrairey , Feq nation en t amsi obtenue admet une infi- 
nite de ratines, soit tj, voisines det=o : saaf pour quatre va/eurs 
au plus de y*. L'integrale y(x} } definie par ^, y, admct done 
une infinite de points critiques mobiles x = a = +- ^J, sauf peut- 
^tre pour quatre valeurs dey 9 . 

Supposons maintenant que fy et ^ soient rationnels en a. II est 
Evident que y est une fonction alg^briqae de y*. D'ailleurs, Pin- 
t^grale y(x} definie par ^?, y a deux valeurs, a moms que toutes 
les racmes oc d&finies par 



soient confondues avec des valeurs 5- 

Soit r le nombre des points (en y comprenant 6ventuelle- 



( x ) Le th6oresjie g^n^ral auquel je fais allusion est le swvant . Si dans la relation 
(E) 



les A ; sont umformes pour t voisin de zro et admettent t = o commc point 
essentiel isol, 1'equation (E) en t admet une infinite de racmes voismes deze"ro, 
sauf pour an valeurs au plus de y 



NOTE. 



ment = 00) : comme Q( J3, a) est an plus dedegre q en {3, le nombre 
de valeurs de y correspondant d'apres (5) aux ;* valeurs a = , 
est au plus de 2w;\ D'ou ce theoreme : 

THEOREMS. Quand les integrates y(x) d'une equation (qui 
n 'est pas nne equation de Riccati] 

t p el Q polynomes en *, jr) 



des fonctions a deux branches au plus, elles ont TOUTES 
deux bi anches SAUF PEUT-ETUE UN JSWIBRE FI:NI D'ENTHE ELLES (*). 



L'mt^grale g^n^rale y= o(#, y, 5?) est, par suite, une fonc- 
tion algebnque de y; on est ramen^ au cas des nurneros 7 et 8* 

20. La demonstration s'etend d'elle-m^me au cas ou les coeffi- 
cients cij(jc), bi(x) de P etde Q sont des fonctions uniform esde# 
admettantaii moins un point singulier essentiel isole (-). D'autre 
part, quand ces coefficients admettent une ligne singuhere, Pm- 
t^grale generate y(x] peut etre une fonction a deux branches au 
plus, et en meme temps une fonction transcendante dejy- Le seul 
cas qui reste douteux est celui ou les coefficients a/^#), bi(x} sont 
des fonctions uniformes admettant un ensemble parfait et nulle 
part continu de points smguliers. 

21. Supposons maintenant que les int^grales y(&) de (i) ac- 
quierenl au plus deux branches autour des points critiques 
mobiles. En raisonnant comme au num^ro 19, on voit que les 



( J ) Ce nombre est au plus e"gal a 4 & moms que les points critiques de chaque 
mte"grale y(x} ne bojent en nombrejftm. 

( 2 ) J'eniends par la qu'un tel point est point essentiel isole* d'au moms un des 
coefficients a ; , b^ et qu'il est, pour les autres, point essentiel isol, p61e ou point 
reguher Soit 5 un tel point . y(x) v6rifie une Equation de la forme (3), et en 
61imjnant P entre les equations (2) et (3), on forme une relation de la forme 



^ a ~_ | est point essentiel isol des fonctions A ; uniformes en a Laissons a x 
une valeur nunie*uque * V(5quauon en a a une infinite* de racines voisines de a t 
sduf pour q valeurs au plus dey. 
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combmaisons y { -h y 2 = 'K^? a > ?)' y-J / 'a = '/( a? ? a i P) sonl ^ es 
fonctions de 5; n'ayant que des bingularites polaires en dehors des 
points 07 = 5, ce sont, par suite, des fonctions du point analy- 
tique (a, (3), c'est-a-dire de a, qui dans le champ des a ont toutes 
leurs singnlantes non polaires fixes ; ces singulantes sont, ou les 
points critiques de J3(or), ou les valeurs ==; les singularity 
trans>cendantes font parties necessairemenl des valeurs a = ( 1 ). 
II suit de la qu'on peut imaginer dans le plan des x une infinite 
c/e/zow&ra&fedechen-nnsLallant de x* en #, independants de la 
constants a, el tels qu'on obtienne toutes les valeurs de <]>(#) et 
de f /J&) en partant de a? avec une branche arbitral re me nt choisie, 
ct en allant en x sur les dhez^s cliemins L. Soit ^ et A 2 deux 
branches de ^(o?) correspondant aux cliemins L t , L 2 J si pour une 
certaine valeur de a, ^ et Aj se confondent, cette valeur satisfait 
a la condition ^ (x, a, [3 ) = '} J #> o^, |^) ? et une remarque ana- 
logue s'appliquea la fonction y. Supposons maintenantque chaque 
integrale y(x) acquiere dans tout le plan des x im nornbre y//u de 
valeurs. II resulte des remarques precedentes que ce nombre estle 
meme quelle que soit Fintegrale consideree ; sauf peut-ekre pour 
certaines integrates form ant un ensemble denombrable ( 2 ). Par 
consequent, on est ramene au cas tStudi^ dans le num^ro 7. L'in- 



( ! ) Eu geneial, ces \aleu^ a = \ sont des singularity transcendantes de ^ et 
de y^ Considerons, par exempie, 1'equation 



dent Tmt^grale gdne"ra)e est 

/i-. 1 \ 

^S^T 0.^-^!, (P = 0). 

un des points \ est Tougine ei a = o est un pomt essentiel de 

(L-L) 

y\y\^n(&, *) *ze\* a / i. 

Meme remarque sur Texemple 

,X 2 = log a: log a, 
( 3 ) En. effiet, chaque Equation 

^(5, a, p) = ^(^ a, p) [avecQi(a, p)=o] 

ne d6fiait qu'un ensemble d6notnbrable de valeuis a Une infinite* denombrable de 
telles equations ne saurait definir qu'un ensemble de*nombrable de valeurs a, 
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tegrale generale y\&, jr, &t est une fonction algebrique de j^. 
De plus, celte integrate peut se mettre sous Ja forme 

7 4- A^O, a)^- 1 ^- -t-Ai(#, a)j-HAoO, a) = o, 

m d^signant un certain enlier, et les A y des fonetions uniformes 
de x et de a qui ne peuvent admettre comme singularites non po- 
Idires que leb points x = \ et a = j-. 

Si les A,, ne sont pas tons rationnels en a, il ne peuly avoir pins 
de 2/?> integralesjK(^) ayant tons leurs points critiques confondus 
dvec les points ?. 

Le rdisonneinent s'^tend de lui-meme au cas ou les coeffi- 
cients #/(!"), bi(jc) de P et Q seraient alg^briques (et non ration- 
nels en ,r). Nous pou\ons done enoncer le tlieoreme suivant ; 

THI-ORLME. Quand chaque integrals y(sc) d'une Equation 
y' = -fr - ( P et Q pol^nomes en y algebnques <^n x) 



n'a qu'un nombie Jini de branches etacqideri au plus deux 
valeur* autonr des points critiques mobiles, V integrate ge~ 
neralc y(x, y, x} et>t line fonction algebiique de y a , et il 
n'exute qu'un nombre /ini d'integ tales ayant tou$ leuis points 
critiques confondus avec les points fixes ?. 

Bnfin la demonstration s'applique encore au cas ou les-coeffi- 
cieiiLs /(&)) bi(x) de P et Q sont des fonetions transcendantes a 
un nombre fini de brandies admettant au moms un point singulier 
essentiel isole ( ! ). 

Cetto demonstration peut-elle s'etendre au cas ou le nombre 
maxunjj 3 n des branches permutables autour des points critiques 
mobiles de> asse 2? Pour qu'il en fut ainsi ( 2 ), il faudrait au pr^a- 
lable avoir demontr<f le tb^oreme suivant : 



( l ) J'entcnds par 1^ qu'un tel point, soit a?= ?, n'est pour aucun des coefficients 
a }1 b t ua point hmile de pom is singuhers transcendants et qu'il est point trans- 
ccndant pour un au nioins dc ces coefficients. 

( a ) Si n cst "> 2, mais si Q renferme en facteur un polynome a la puissance 
(n i), &oit [Q^^?^)] 11 *" 1 , les raisonnements du n 19 et du n 21 s'apphquent 
sans modifications. 
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THEOKEME A (?}. Si dans la relation 

y tn -4- A./n-tCOj'* 1 - 1 -*--- A^fj^-4- A (0 o 

/e,s A, sont des fonctions uniformes de t riayant qii'un nombre 
fini de points essentiels, les points sing utters transcendants de 
la fonction t(y) ainsi definie ferment necessairement an en- 
semble denombrabte. 

Bien que cetle proposition ne soil pas doutcuse, elle n'est pas 
encore demontr^e rigoureusement, mme dans le cas ou t(y) est 
rm\erse d'une fonction eatierejK(^)- 

Je vais indiquer brievement une autre methode pour eludier le 
cas de n quelconque. 

22, Proprietes des equations dont les integrates y(x} ontaa 
plus n brandies. Supposons que les integrates y(x) de Tcquation 



aient au plus n branches, et que le nombre maxima rn de ces 
branches permutables an tour des points critiques mobiles soil 
v(v5 n). 

Appelons integrates exceptionnelles d'espdce i m les integrates 
qui acquierent moms de v branches aiitour des points critique* 
mobiles ( ! ). Si une mt^grale y(*v) definie par j?, y* n'est pas 
exceptionnelle d'espece i m ^ le raisonnement du n 7 montre que 
les combinaisons sym^triques des v branches permutables autour 
des points critiques mobiles sont des fonctions m^romorphes de/ 
pour la valeur y$ consideree. 

Appelons intdgrales exceptionneltes cVespece if les intcgrales 
qui ont moins de n branches distinctes ( i ). Si une integrate d^finie 
par &, y Q n'est pas exceptionnelle d'espece //-, les combinaisons 
sym6triquei de ses n branches sont des fonctions meromorphes 
pour la valeur y consid^ree (n 5). 

nts mamlenant qu'une integrate, soit Y(^), dcfinie par 
=^ 6, sou exceptionnelle a la fois des deux esp&ces i m 



( l ) L'mdice m rappelle le r61e des points critiques mobiles 
( ; ) L'indice/ lappelle Je r61e des points critiques fixes 
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et if. II pent se faire qu'il existe n chemins IJN DEPEND -VNTS DE y 
allant de # en x et tels que, pour j/- quelcoiique mais voism de 6, 
y(x,y** t x* ) acquiere ft valeursdistinctessurcesn chemins. Quand 
il en est ainsi, le raisonnement du n o montre que les combi- 
naisons sym^tnques des n branches de y( x, y, x ) sont mero- 
morphes pour^/ = b, Ce cas se presente si Y(#) est une fonction 

a- = n 1 branches (j etant un certain diviseur de w) et si les 

/? branches de y(x^ j /0 , ^ ) se confondent, par /i' groupes de y , 
avec les /?' brandies de Y(j?) poury tend ant vers b ( 1 ). 

Nous dirons, dans ce cas, que Fintegrale Y(^ > ) est ^ apparence 
exceptionnelle, et nous convenons d'appeler integrate reellement 
exceptio?i7ielle toute int^grale a la fois exceptionnelle d'espece i m 
et d'espece if et telle de plus que la condition prce*denle ne soit 
pas remplic. 

Ceci pose, si les integrates reellement exceptionnelles for ment 
un ensemble denombrable, le raisonnement du n 7 montre 
que les combinaisons symelriques des v valeursd'une integral ty(x} 
permutables autour des points critiques mobiles sont des fonctions 
rationnelles cle v. 

Tout le probleme est done ramene au suivant : Les integrates 
exceptionnelles a la fois d'espece i m et d'espece if peuvent-elles 
former un ensemble non denombrable? 

23. Stngularite de y re gar dee comme fonction de y Q . 
Admettons que les integrales exceptionnelles forment un ensemble 
non denombrable, et boit # = #, J = c des conditions initiales 
definissant unc telle integrate. L'ensemble C des valeurs c dans le 
champ des y est, suivant une remarque d^ja faite (n 5), un en* 



( x ) Si I'mtlgrale gt^n^rale de liquation consider^ est 7 = \jx(x G), 1' 
grale Y(#) qui correspond a G= o esl exceptionnelle d'espeee i m , mais aon d'es- 



pece ^ Si Tmt^grale generate est y = V^-Hi+Gv/S, i'mtegrale Y(a?) qui cor- 
respond a G = o est exception nelle d'espece i^ naais non d'espece i m . Enfin, si Tin- 

te^rale est definie par y __ = Ca?, c'esl-a-dire par y = Gx + \/Cx(& -j) 

rmt^grale Y(a?) qui correspond a G = o est exceptionnelle d'espece i m et d'es- 
pdce ijj mais n'est qu' ' apparemment exoeptionnelle 



172 NOTE 

semble ferme. Puisqu'il n'est pas dnoinbrable, trois hypotheses 
sonl possibles : 

Ou bien deb aires finies du plan des y Q foul partie de Pen- 
seinble C; 

Ou bien aueune aire ne fait partie de 1' ensemble C, mais ce-t 
ensemble renferme des lignes (j'entends des ensembles parfaits 
bien enchaines ne comprenant aucune aire); 

Ou bien enfin aucnn ensemble continu bien enchaine ne fait 
partie de . 

Dans les deux premiers cas, il existe au moinb une ligne (an 
sens de Cantor), soil L, qni fait tout entiere partie de C, et dont 
chaque point a flans son voisinage des points n'appartenant pas 
a . Montr ont> que la chose est impossible. 

Pour plus de simplicile, je me limiterai au cas ou 7=2 (1'equa- 
tion n'etant pas une equation de Riccati). Dans ces conditions, 
une integrate au moms, sojt Y(a?), acquiert ses deux valeurs 
autour d'un points distmcl des points $, et par suite toutes les inte- 
grales y(x] voismes de Y(J?) ont au moms un point critique mo- 
bile autour duquel les deux branches de y(x) se permutent. 



2-4. JDe/nonstr atwn d'un lenime. Siy n'appartient pas ^ , 
a cette valeur correspond au moms un point critique mobile x = a 




de y(x)i point distinct des ? et ou y prend la valeur [3 (finie ou 
infinie) satisfaisaat a la relation 

(a) 



II est loisible de faire en sorte que x = oo ne fassc pas partie des 
points 5; posons alors 

P = (-$i)(-60.. .(-&), 

k 6tant le nombre des points . La quantum p, pour chaque valeur 
de yo non comprise dans C, a au moins une valeur diflferente de 
z^ro; j ) appelle/'(y)lalimite5^/?^reMre des modules des diverses 
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valeurs de p correspondant a y* (*). Je dis que r ten elvers zero 
quand y () tend vers un point c de C et en parliciiiier vers un 
point quelconque de L. 

En effel, snpposons qu'il en soil autrement D'apres une propo- 
sition aujourd'hui classique de la theone des Jimites, il existerait 
au moins nne valeur x = x\ ( 2 ) dibtincte des valeurs et telle que 
pour des ( 3 ) valeurs y* tendant vers c, a tende vers ;r ? (5 tendant 
par suite vers une des q valeurs /< defmies par (*) 



Le couple (JG^ y^ ) n'annule pas P(y, x), puisque x } n'est pas un 
point q. L'mtegrale Y(/r) detime par (# = ,#,, y= y\ ) est une 
integrate a deux branches V M Y 2 , permutables aittour da point 
x =x { . Quand y* tend\crt> c, rint^grale^^j^, j'<> 3 ^?o ) bien definie 
pour x voisin de x* tend vers une des deux fonctions Y, (#) 
ou Yj(x), et par suite I'mU'grale y (r, c, X Q ) se confond avec Y (x) . 
La vuleur c ne ferait done point partie de Pensemble C. 



25. Le lemine precedent entraine cette consequence o 
liune telle que L ne saurait exister. 

En eiFet, consid^rons dans le plan desy un point P ne faisant 
pas partie de C et voism de L, tel que : i l) deux certaines droites MA, 
MB issues de M et faisant un angle de 120 rencontrent Len dcur*. 
points A. et B equidistants de M; 2 un ensemble continu appar- 
tenant a L et joignant A, B reste a une distance de M moindre 
qu'unc quantite finie L II e&t loisible d'admettre que M estForigine. 
Soient mamtenant < et C 2 les deux ensembles qui se d^duisent dc 
1'enseinble en le faisant tourner autour de M de 120 et de 240, 
el C f 1'ensemble forme par la reunion de <C 7 C l3 C 2 - Appelons D le 
domame de tous les points y qu'onpeiit attemdre en partant de M 
sans rencontrer aucun point de ; ; ce domaine comprendM & son 

( ! ) r cst-h-oo si une valeur de a correspondant a^est infinie* 

(-) a?, pourruit etre + oo, mais en changeant x en - on ramenerait ^t? t a 

SO ~*^~ CL 

distance firne. 

( 3 ) Mais norx pas n6cessairement pour toutes les valeurb^" voismes de c 
(*) I) eslloisible de supposer (moyennant un changement homographiqae su 

que q = p J, el que Q (y r J? t ) eat bien de degre" q en y 
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interieur; il est inlerieur a un angle de centre M et de rayon <?; il 
est done himt< par uiie ligne fermee, soit A* Ceci pos, e d^signant 

cos lf -|_ S i n i^, considerons Texpression 
o 



Cetle fonction peut avoir une infinite de determinations; appe- 
lons s(y) la limits superieure des modules de ces valeurs pour y 
donne. Sijr fait partie de 6', s(y) e*t nul et reciproquement. La 
quantum s(y) s'annule (*) sur ia frontiere A de D; elle est diffe- 
rente de zero en M; appelons S la limits superieure de s(y Q ) 
pour v variant dans D. 

D'apres unth^oreme classique de la th^orie des limites, il existe 
au moins un point Q ou r= b appartenantaadomaineD ou a ses 
points frontieres el tel que, pour des valeurs y<* tendant vers &, le 
module d'une branche, soit <r i? de c3-(j) tende vers S. II suit de 
la (n 24) qu'il existe dans le champ des x au moins un point, 
soit #i, distinct des !;, et qui jouil de la propri^le suivante : pour 
des valeurs dej tendant vers 6, rintgraley(#, 7, a?) a un point 
critique a tendant vers x^ et donnant a <r(y*) une valeur dont le 
module tend vers S; la valeur de y correspondant x = a tend 
vers une racine/ 4 de Q(y\i x { ) = o. 

Considerons done Tmtegrale a deux branches Y(.r) defmie par 
x = %\ , y = jKi ? une de ses valeurs pour a? = # coincide n6ces- 
sairement avec b. La branche de la fonction <r(y ) qui, pour 7 = b, 
correspond & OL = X^ est alg^broide fmie et differente de zro pour 
7= b\ mais, d'autre part, son module est ^gal a S et, par suite, 
on a 



pour JK voisin de b, ce gal est impossible 



( ! ) Du moment que M a 6te pns tres voisin de L et J tres petit, la quantite 
est ties voisine de ze"ro dans le domame D voisin de L, et par suite aussi 
/ (e 2 y), car D se transforme en lui-mfeme par une rotation de 180 ou de 2^0 
auloui de M Comme r(y) s^annule en tout point de , il en est de meme du 
produit s = r(y*) r(ty*) r(e 2 y). Ce produit s'annule done en tout point de ', 
De plus, la hmite superieure de s(^) dans D est fmie (et na6me petite) 

( 2 ) Quand une fonction analytique est algdbroide pour une valeur de la variable, 
il est impossible que son module soit maximum pour cette valeur. 
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Nous avons done d&nontre ainsi ce theoreme . 

TH&OREVE. 11 est impossible que Vensemble ferme du 
plan de* y (} comprenne u?i ensemble continu. 

La demonstration precedente suppose n = 2. Elle s'etend moyen- 
nant quelques complications an cas de n quelconque. On demontre 
que, quandjr tend vers un point c de , un point critique mobile 
au moms, soit x = a, de r(#, y, x) tend vers un point . On en 
deduit ensuite que C ne peut comprendre d'ensemble continu (*). 

26. C#s oil r ensemble ferme C ne compj^end aucun ensemble 
continu Consid^rons une integrate y(x) a n branches, et les 
combinaibons symetriques A. n _ < = Sj^ , A / ^ 2 = 2y^y 2 , ... de ces 
/? branches. Les expressions A,^, A^o, ... sont des fonctions 
umfoimes de x et de y, qui, dans le champ des #, n'ont pas de 
points transcendants en dehors des points % el dans le champ des y 
n'om pats de points transcendants en dehors de Pensemble discon- 
U nu <T. 

Les fonctions y(x} v^nfient la relation 



Inversement, on a 

(4) 



Si les coefficients Ay(# ? y, o?) adinettent dans le champ des y*> 
un point transcendant isol^ 7 ce point est un point essentiel de 
Weiers trass, et nous savons (n o) que les deux Equations (3) 
et (4) ne peuvent avoir lieu simultanement. 

Done, les K } sont ou des fonctions rationnelles en y*>, ou des 
fonctions admettantwi ensemble parfait et par tout discontinu 
de points transcendants. 

Je dis que, dans ce dernier cas, aucun des coefficients A y (j-) ne 
peut tre ind^termin6 dans le voisinage d'un point singu- 
Her^== c. 

Eu elFet, s'll en est autrement, une racine au moins de (3), 
soit y=y{ (x, y Q , %) est ind^termin^e quaud y tend vers c. Or, 

C 1 ) Voir la th6se de M. 2oretu (Journal de Mathematiques, 1906). 
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consideYons les valeurs an points de toutes les integrales ,y(.r) 
reellement exccptionneiles. Ces ^ aleurs ferment dans le plan des JK? 
un ensemble soil ^partout disco niinu. Siy* (#, ,7, ^) cst m - 
determine quandjK tend vers c, il existe, en dehorsdeP ensemble^, 
une valeur Y vers laqaelle (<) iendy(x,y Q , x) pour DES valeurb 
de y* tendant vers c. L 0r, Tmtegrale y(x} deTmie par a: = x, 
y _ Y -h e (e etant nul ou petit), a pour 5? = # /i valeurs vc'jri- 
fiant (4) et dislmctes de c; pour certames valeurs de e, elle devrait 
en avoir une (n+ i) l<ime tres \oisine de c, ce qui est impossible. 
En consequence, si les A 7 (;r, JK, ^) admettent un ensemble 
parfait parlout discontinu de points transcendants 7 = c, chaque 
fonction A y est ou continue ou infime pourjK=c et, dans co 

dernier cas, ~ est continu pour y= c. 

Ay 

Or, de telles fonctions ne peu\ent exister si Ton admet le llieo- 
reine sin van t : 

THEOREME B. Une fonction unif or me, continue dans tine 
aire D, et qui est holomoiphe dans cette aire saitj pent-dire 
pour un ensemble parfait pa/ toul discontinii de points stngu- 
Iters, est holomorphe dans toute I' aire. 

Ce th^orerne a ete* demontre par M. Zoretti dans sa these, Toule- 
fois, sa demonstration pre*te a certaines critiques. II serait trcs 
int^ressant que le theoreme B fut mis hors de toute discussion. 

Ge the'orerne une fois admis, nous aboutissons a la conclusion 
suivante : 

Quand les integrales y(x] d'une equation 

(P> Q polynomes en * *> 



ont n branches au plus, V integrate generate y(x, j, x" ) est 
une fonction rationnelle de y. 

La demonstration s'e*tend sans peine au cas oft les cocffi- 



( l ) II en existe m6me une infinite formant ua ensemble continu. 
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cients #/(#), bi(x) des polyuomes P ct Q en v sont des functions 
transcenclaiircb de x a un nonibre fini dc branches, qui n'admettent 
qu'un ensemble denombrable de points singuliers. 

27. Conclusions sur les equations dont les integrates y(x) 
out n blanches an plus. Dos deux methodes quo nous venons 
d'indiquer (') pour trailer la queslion posc'e, la premiere 
resout completement la question dans le cas de n = 2, mais pour 
etre etendue au cas de n quelconquc clle exigerait la demon- 
stration prcalable d'un theoreme de Ja theorie des fonctions, a 
Stivoir le Lheorc'ine A. clu n 21, theoreme qui, dans le cas le 
plus simple, exprime t\uclafonction x(y) inverse d'unefonclion 
enticre y(x) ne saurait presenter dans le champ d/><> y qiCiui 
ensemble denombiable dc points singuliers transcendants 

La second e metliode s'applique d'elle-meme au cas de n quel- 



( l ) On pourrait suivrc unc Lioi^i^mc meLhode donl le prmcipe cst le suivant : 
quand y tend vers unc des valcius cvceptionnelles c, un point cnLique mo- 
bile x = a tend vers un point , soit \ = o, la valeui corre^pondante de y, a 
savoir p =y(a, JK? ^) tendant vers une des valeuis, sou y = o, deTiaie pai 
Q(a, p) = o. Supposons quc x ne soil pas en facteur dans Q(^?,y) (poui 
y arbilrauc) * le ^couple ^? = o, ^' = o doit annuler non seulernent Q, mais P 
auUeincnt, TequaLion (i) serait regulieie pour x = o, y = o eL le raisonnc- 

ment du n 21 b'apphqueraU. La fraction ^ est done de la forme -pour x = o 

y = o Admettons mamlenant que nous soyons dans un cas oti Tinte'grale peutse 
meltre sous la forme 

(e) X(a?, y), Y(a?, x) f = G (G = const arbitral re), 

X, Y d6signant deux fonctions holoniorphcs ^ I'oiigmc x = o, y = o, ct les deun 
courbes \ = o, Y = o ayant I'origine pour point simple commun. Par hypothe^e 
les mtegralcs j> (T) ctant des fonctions a ?i brunches au plus, on voit aussiL6tqu( 
la constonto numenque ? doit etre icelle el commensurable ( posilive on negative) 
Pour unc cciLainc valeur de C (coirespondanl a x = a?, y=xc), la courbe (e 
doit se decomposer or cela n'est possible, si s est positif, que pour G = o 

Si 3 est negatif, son s= ^> cela n'cst possible que pour C = o et C = oo 

A" 

pour C = o, par exemplc, A branches d'mtegrale y(x} viennent se confondr 
avec la couibe X = o La rntithode consisterait a ^tendre ces reSultats ^ toutes le 
smgularitcs d'une tqualion (i), si comphqudeb qu'elles fitment Autrement dit 
il taudiait dctnonlici quc, parrni toules les branches d'mte'grales y =*/(&) qu 
existent pour x voisin de 5, relies qui correspondent des courbes inte'grales d^ 
composees ou confondues sont en nombre fmi, ou du moms sont d&aomb-rabUs 
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conque, mais ellc suppose un aulre theoreme de la theorie des 
fonctions, a savoir le theoreme de M. Zoretti sur les fonctions 
uniformesadmettanl un. ensemble parfait discontinu de points sm- 
guhers transcendants (theoreme B du n 2(3). Elle serai t pleinement 
satisfaisante si ce theoreme etait tabli d'une facon irreprochable. 
II esl int&ressant de constater le r6le essentiel que jonent deux 
propositions d'apparence abslraite et generale de la tlieorie dcs 
fonctions dans un problcme aussi naturel et simple que celni-ci. 

Etudier les pi oprietes des integrates y(x) d'une equation 
differentielle algebriquedu premier 01 dre et du premier degre, 
qua/id ces integrates sont des fonctions a n branches an plus. 

28. Les considerations prec^dentes demontrent dans le cas 
de n = 2 et mettent hors de doute dans le cas de n quelconque, 
ce fait que Pintegrale generale d'une telle Equation depend algebri- 
quemcnt de la constanle j (*). 

Posons-nous mainlenant la question smvante : 

Quand chaque integrate y(x) d'une equation 
(i) = T ( p > Q polytiomes eny, x} 



acquiert au plus n valeurs autour des points critiques mobiles } 
I' integrate generale est-elle une fonction algibnquede y ( 2 )? 



( l ) Remarquons que, cette question une fois rosolue, une autre question se 
dose encore : 

Existe-t-il des equations (i) dont chaque integrate a un nombre fitu de 
valeurs, sans que ce nombre admette une limite superieuje? 

Tous les raisonnements pre'ce'dents supposent, en effet, ce nombre auplusegal 
& n Bien que 1'existence de telles Equations soil tout a fait mvraisemblable, la 
question demanderait a 6tre tranche*e rigoureusement. 

( 3 ) Adoptons, pour un instant, la definition proposee au n 13 tragons a partir 
de chaque point des demi-droites (coupures) sans point commun, et supposons 
que rint6graJe,x(a;) acquiere au plus n valeurs quand x vane sans franchirces 
coupures. L'mt^grale g6ne*rale y(a?) est-elle ne*cessairement une fonction alge*- 
biique de JK? La r^poose est alors surement negative, comme le inontre Texcmple 
du n 13, ou y acquiert deux determinations ou une seule suivant que y est inte*- 
neure ou non k une certame aire. 
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Bien que la reponse doive bien vraisemblablement tre affirma- 
tive, ime methode tres diff&rente de celles des n os 21 ou 26 sera 
necessaire pour r^soudre la question. En eflfet, d'une part, Ja 
methode du n" 21, dans le cas de rc = 2, nous montre seule- 
ment que y { + y* et y\y% sont des fonclions de x a points cri- 
tiques fixes mais qui admettent ici une infinite dc branches 
D'autre part, la methode des n os 24-26 s'appuie sur ce fait que 
quand l'intgraley(#, y, J?) tend vers une integrale exception- 
nelle /(#, c, #), un point critique mobile au moins, soit x = a, 
tend vers un point . Or, quand les inl<%rales y(x] admettent une 
infinite de branches, il peut se faire qu'un point critique mo- 
bile a? = a devienne indetermin^ quand y$ tend vers c* C'est ce 
que montre rexempley = ^-dont 1'intdgrale g<nrale definie 
par 5? = i , y = y<> est 



pour y 7^ o, y(x) acquiert deux valeurs autour du point critique 

i_ 
mobile x = e~ y * ; pour y = o, y(x) se reduit a y = o, et le point 

j_ 
critique x = e'^ est completenaent mdetermine quand y tend 



vers 



29. Si les coefficients #,(#)? M^) des polynomes P et Q en y 
ne sont non plus rationnels mais sont des fonctions de x a un 
nombre fini de branches admeltant un ensemble d&iombrable de 
points transcendants, les meHhodes des n os 21-26 s'appliquent 
encore ainsi que leurs conclusions. Mais si les coefficients sont des 
fonctions analytiques quelconques, la reponse aux questions des 
n 08 27 et 28 est negative. 

QUELQUES PROBLfiMES G&NERMJX RELATIFS AUX AQUATIONS 
DU PREMIER ORDRE. 

30. Sur la fonction y(xly, ^)- Considdrons une Equa- 
tion (i) ou P el Q sont des polynomes en y dont les coefficients 
sont des fonctions uniformes de#. Soient ^ et x deux valeurs nu- 
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meriques, distmctes des valeurs , et y = <p(r,7, #) Fmtegrale 
definie par les conditions initiaJes x = x^y = y. Laissant a x la 
valeur nunierique x^ prolongeons analytiquement cette fonction 
dans tout le champ des y 9 . Les differentes branches do cette fonc- 
tion representent, pour y donne, une branche d'une int^- 
grale y(#) de (i); appelons ^ (x, y, j?) celle des branches qui 
pour x = x* se reduit a r ; les autres branches, pour x = #, 
prennent les \aleurs 



Toutes ceb branches <p a (^j^ 5 ^)j ?s(^?7 5 ^) s ^ deduiscnt 
de la branche <p< (#, JK? ^J ^ n J remplacant y*> pour i2U /f) )5 
f ij(y), etc On peut toujours definir la branche cp, (x, y", x* ) de 
facon qu j elle soit alg^broule pour toute valour de j, finic ou non. 
Toutes les autres branches seront egalcmenl algcbroidcs pour 
toute valeur deyj si les divcrses expressions ^O r ) ? ^0 )> 
sonl elles-meines algebroides pour toule valeur de y ; maib 
si '!j>*( t y}i par exemple, admet unc valeur ,7'= c coimne singula- 
rite transcendante, la fonction cp 2 (3? Jt j , x) adrneltra aussi cette 
smgularite transcendante y = c pour x qnelconquc. 

Considerons les di\erscs branches cl'une intcgrale y(x] qui se 
permutentau tour des points critiques mobiles, etsoienty^jKp^S, ... 
les valeurs que prennent en x" ces diverses branches. Ces branches, 
dans tous les cas, correspondent a autant de determinations de la 

fonction cp(.r, y , a?), mais il pent se faire qrfelles n'epiasent 
pas toutes les determinations de cette fonction. C'est amsi que 

dans 1' exemple du n 16, la fonction <p(a?, JK? ) a une infinite de 
branches, bien que chaque inlegralejK(^) soit une fonction a deux 
branches an plus. Insistons sur ce cas remarquable. 

31. Integrates exceptionnelles. Soit Y(i&) 1'mt^grale definie 
par x =a?j y = &; 1'int^grale y(&i y Q , x) pourj^ voisin de 6, 
acquiert, quand x tourne autour des points critiques mobiles, des 
valeurs qui pour x = x sontegales ayj,^, ____ Supposons qu'il 
existe un ensemble denombrable de contours fermes, partant dc lz* 
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pour y revenir, inde pendants de y el tels, que pour toutes les 
valours y voisines de b,y(x,y*, #) acquiert, apres avoir par- 
couru ces contours, toutes les valeurs y\, y\, ____ Quand il en 
est ainsi, y^ y 2 , ... sont des fonctions de y algebroides 
pourjK== b. Qnand il n'en est pas ainsi, nous dirons que Pmte- 
gralc Y(#) = y(x, b, .z?) est une integrate exceptionnelle 1. 

L'int^grale Y(# ) egale a b pour x = x acquiert en # , quand 
x varie clans son plan sans towner autour des points fixes , les 
valeurs YJ, YJJ, . . . ; si, pour JK voisin de , on pout etablir entre 
ces valeurs et les valeurs analogues j^J, y?. . . . , de 



une correspondance univoque, telle que ^^ tende vers Y^ quand 
y<> tend vers 6, Y n'est surement pas une inte^rale exceptionnelle I. 
La mme conclusion s'applique si Ton consi<;lere Loutes les deter- 
minations de Y(#) et dey(x)^ quand x varie arbitral/ ement, et 
si 1'on pent etablir entre ces determinations une correspondance 
univoque jouissant de la m6me propriete. 

II suit de la que Y(x) ouy(x, b, x) ne peut 4 tre une integrate 
smguligre I sans qu'il existe des permutations evanouissantes 
pour y tendant vers 6; autrement dit, Pint^grale^(#, y, X Q \ en 
outre des branches qui tendent univoquement vers celles de Y(#) 
pour JK tendant vers 6, possede au moms une atitre branche, 
soit z(x), se permutant avec les pr(5c6dentes autour d'un point 
critique mobile, et cette permutation s'^vanouit ( 4 



( l ) La branche z(x)> quand JK tend vers b, ou bien tend vers une mlSgrale 
Z(#) qui n'est pas une bianche de Y(J?), ou bien ne tend vers aucune hmite, 
ou bien tend vers la m6me branche de Y(#) qu'une autre branche de y(&) 



. 2 ) 

considered Par example, si Pintegrale ge*nerale est^-^ = const = ^0* [2), 

(pour o? = i), rmtegrale.x 35 o est exceptionnelle, et quand y tend vers zero, la 
seconde branchedey(a?) tend versy ss 2. Dans Pexemple du n 4 ou Ton change y 

en I'int6grale gen^rale est y e~~J = > (#= i) ; Tint^grale y = o est 

exceptionnelle, pour JK voisin de z6ro, la branche de y(x) qui est e*gale a y 

(i-^\ 
pour x i, se permute avec une branche z(x) autour du point x = ye\ yv 

et quand JK tend vers zdro, s(x) ne tend vers aucune Jimite deternjm^e. Enfip 



I 82 NOTE. 

ConsideSrons dans le plan desj, tons les points 7 = c tels gue 
I'lntegraleX**, c, 5 s ) soit une integrate exceptionnelle L On voit 
bien ais^ment (comme au n o) que Fensemble E de points c ainsi 
dfini est un ensemble ferme. _ 

Quand la fonctiony ?(Xr> #) possde d'autres branches 
que celles qui correspondent aux determinations de la mme int&- 
grale y(x\ permutables autour des points critiques mobiles, Fen- 
semble E comprend surement une Hgne, soit L, qm jouit de la pro- 
priete suivante : 

Une certaine blanche de la fonction y <?(#, y, *-) prolon- 
geable a travers cette ligne L repr^sente d'un c6t< de L unejnt^- 
grale y(v] dont une determination est egale ay pour x = ^ ? et 
sur L et de Fautre c6te de L une integrale dont aucune branche 
n^est egale a JK pour x = u:. 

C'est ce qui a lieu dans Fexemple du n 16 : Fintegrale gdne- 
rale/(^) est une fonction a deux ou a une tranche suivant quejK 
est int&ieur ou non a une certaine aire D' du plan des y*. La fron- 
tiere de D' est une ligne L qui jouit pr^cisement de la propriety 



32. L'exemple du n 17 nous montre que des circonstances ana- 
logues peuventse presenter quand les coefficients aj(x}, bi(j:} des 
polynomes P, Q en y sont des fonctions a une infinite de valeurs, 
mais n'ayant qu'un nombrejini de points singuliers. 

Mais supposons maintenant que P et Q soient des polynomes en 
x, y\ est-il possible que les m^ines circonstances se pr^sentenl? 
Autrement dit, les questions qui se posent sont les suivantes : 



si I'latSgrale g^rale est y 2 = ^TC' c'est^-dire ~ = 

Tmtegrale y sas o est except lonnelle, et quand y* tend vers zero, les deux branches 
de y( &,y) tendent vers y s o. 

( l ) La definition des integrates exceptionelles I ne coincide pas tout a fail avec 
la definition des mt^grales r^ellement exceptioanelles I d^finies au n 22 dans le cas 
ofc les int6gralesy(#) ont n valeurs au plus L'enserable E des points c corres- 
pondant a la nouvelle definition se compose, dans Pexemple du n 16, de tousles 
points frontteres de 1'aire D r , tandis que Tensemble C des points c coirespondant a 
1'ancienne definition contient tous les points de D' et de son contour* Le& deux 
ensenibles E el C coincident si C ne comprend aucune aire, 
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Soit 

(P? Q p^ nomes en * *> 

equation differentielle algebrique dn premier ordre et da 
premier degre, et soit y(x, j , #) = cp(#, y*, a? ) Vintegi ale 
de cette equation qui, pour x = #, est egale ay. 

i Si laissant a # et # des valeurs numeriques x et # distinctes 
des valeurs , on prolonge analytiquementlafonction <p(#, ^, a?) 
dans le champ des JK^ cette fonction acquiert surement toutes les 
deLennmaUons correspondant aux diverses branches de Finte- 
grale y(#, /, ^r) qui se permutent quand x varie dans son plan 
sans tourner a u tour des points fixes \ (*). Peut-il ar river que cette 
fonciion cp(#, JK^ ^) possde d'autres determinations? 

2 Le^ uit6grales exceptionnelles I pewent-elles former un 
ensemble non denombrable? 

La r^ponse a ces deux questions est affirmative quand les coef- 
ficients aj(x), bi(x) des polynomesPetQ enjy nesont pas alge- 
bnques. II est tres vraisemblable qu'elle esln&gatwe quand ces coef- 
ficients sont rationnels ou algebric/ues : mais une demonstration 
ngoureuse apparait comme tres difficile. Et pourtant c'est la une 
question que Petude analytique g^n^rale des Equations (i) ne 
semble gu^re pouvoir esquiver. 

Remarquons que la seconde question renferme en quelque sorte 
la premiere, en ce sens que si la seconde est resolue par la negative, 
il en est de mme a fortiori de la premiere. 



33. 

une integrate exceptionnelle I. La valeur y Q = c peut tre (mais 
n ? est pas n^cessairement) un point singulier transcendant d'une 
ou plusieurs branches de la fonction y= f(^j yj &)* L'en- 
semble E des points c du plan des y* est toujours ferme; s'il est 



( l ) Si Ton prolonge la fonction <p ( a?, ) , o? ) dans le champ des #, on obtient 

surement toutes les branches de I'lnt^grale y(#, y , a?) qui se permutent quand 

x tourne tant autour des points critiques fixes que des points critiques mobiles. 

Mais peut-il en. exister d'autres? Dans tous les cas, il est plus simple de prendre 

* comme constante arbitraire plut6t que #, 
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de"nombrable, 1'ensemLle derive esl cpnlenu dans E elestlui-m6me 
de*nombrable. 

Dans Fexemple du n 4, 1'cquation 



dx 



possededeuxmtegrales exceptionnellesl, asavoir y o elj~ 
La fonctionj- <p(#, y, #) est defime par la relation 



j/=o est un point transccndant d'une infinite de branches de 
o(#, y 5?), de mme que JK = OO Lorsque y Q tend vers zero, Ic 
point critique mobile unique x = a de y(x\ a savoir 






tend vers le points = 00 qui est un point ; quancl y tend vers 
1'infini, ce point critique est comple lenient indcterinme. 

Comment eetle dermere circonstance pcul-ellc be prortuire? 
Pour cles valeurs dey cle module indcfinunent croissant, le point 
critiques = a tend vers i parexemple; rmt<5grale/(^:), egalei\y 
pour x x*, prend done la valeur y= i quaud on vadc x* a un 
certain point avoisin de i sur un certain chemin L; inais ce che- 
min L, comme on le voil aisement, lourzae autour du p03iit critique 
fixe x = o un nombre de fois qui croit indefiniment avec |j|. Si 
Ton veut que L reste exterieur a un cerclc de centre x = o et de 
rayon petit niais donnc e, la longueur dc L crotl mdcfinimenl 
avec \y Q \* 

On congoit, d'aprcs cela ('), comment la mfirne circonstance ne 
peut se produire quand lenombredes branches dcsinLcgralesy(^?) 
est au plus e*gal a un nombre fini n. Nous avons montre (n 24) 
que, dans ce cas, tout point critique mobile x = a, autonr duquel 



(*) Si y tend vers un point c sur un chemin continu, des con.side>alion.$ ana- 
logues rnoHtrent que tout point critique mobile x = a aulour duquel se pcrmulcnt 
deux branches de y(x) qui cessent de permuter poury =c, ou bieti est inde- 
^ ou bien tend vers un point 5 
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se perm utent deux branches dey(,#, j, x) qui cessent de se per- 
muter pour t y= c, tend necessairemenl vers un point {; quand j- 
tend vers c. 

34. Equations differentielles algebriques de premier 01 dre. 
Toutes les conclusions et tons les problemes qui precedent ont 
leurs analogues (*) pour les equations 

(I) F( r ', 7 ,tf)=o, 

ou F est un polynome en y l , y et #. 

En particulier, la proposition generate du n 1 s'applique a ces 
equations . Si i'on excepte un nombre fini de points x = % qui 
se determinent algebriquement sur Cer/uatiorij les integrates 
y(x} de (I) n'admettent que des points singutiers mobiles, qui 
sont Lous algebnques. Seals les points fixes \ peuvent etre des 
points singuliejs transcendants. 

Convenons, comme au n 5, de dire que 1'mlegrale generate 
de E est une fonction a n branches si chaque integrale y(x) est 
ime fonction a n branches, excepdon dlanl iaite peut-^tre pour 
certaines inl^grales formant un ensemble d^nombrable, 

Convenons de dire, de mme, que 1'int^grale gene/ ale possede 
n determinations permutables autour des points critiques mobiles, 
si chaque integrate y(x) acqtuert exactement n determinations 
quand x varic arbitrairement mais sans tourner (-) autour des 
points 5, exception (Stant faite pcut-6tre pour cerlaines integrates 
formant un ensemble denombrable. 

Le th<5or5me qui correspond au theoreme du n Q 8 s'6nonce ainsi : 

Quand I'intdgrale generate acquiert seulement n determi- 
nations autour des points critiques mobiles (en particulier 
quand c'est une fonction a n branches), Vintegrale y(x) de 
^equation (1) est une Jonction algebrique de y Q , etcette equa- 
tion s'integre alg6briquement^ ou bien par une transfor- 



(*) Voir roes Legons de Stockholm, p 46-98, iii-j/lo, 155-172. 

( 2 ) Le sens de cetie expres-ion est le m6me qu'au n 6 : le contoui feime C ne 
touroe pas autour tlu point !;, si, quand x a parcouru une fois tout le contour C, 
^argument du vecteur |3 reprend la m6me valeur. 
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mation 

u = r (/, /, a?) ( r rationnel en j', y algdbnque en #) 

se ramene soil & line equation de Riccati 
(U) fi 



rt A /a quadrature 

(III) ^ == - A(*) rfar, 

v J 



oil A, B, C sont algebinques et oil k- dfaigne une constante. 

De phis, pour n donne, on sait reconnaitre, al'aide d'unnombre 
fini d'operations rationnelles, si Pintegrale generale de (1) jouit de 
la propriete enoncee, et si oui, on sail effectivement integrer 
Pequation (I) ou la ramener a Tequation de Riccati (II) ou a la 
quadrature (III). 

35. Proposons-nous le me'me problcme sans que n soit donne 
et en ecartant le cas ou liquation (1) s'integre algebriquement. 
Autrement dit, cherchons a reconnaitre si I'integiale gene- 
rale y(x) de (I) est une fonction TRVJNSCEJVDAJVIE qui n'acquiert 
qu'un nombjefini, jyojy DONNI*:, de valeursautourdes points cri- 
tiques mobiles, ce nombre etant le m^me pour chaqae integrale, 
saiif peut-ilre pour un ensemble denonibrable d'inttgrales 
paiticulieres. 

La rdponse est la suivante : On sait, d I 7 aide d'un nombre fini 
d'op&rations algebriques, reconnaitre <>'ilen est ou non ainsi, 
ou integrer V Equation par la quadrature de diffei entielle 

totale 

r 

\ = const., 



M disignant une fonction algebrique de (x^ y) et y 1 la fonc- 
tion algbrique de x, y d&finie par (I). 

Dans ce dernier cas, pour que liquation (I)rentre dans la catd- 
gorie 6tudi<e, il faut et il suffit que, octant quelconque et u dsi- 
gnant TM(/, *x} dy, Tune des deux expressions e^ u ou ^^ soit 
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algebrique en j ? pour des valeurs convenables des constantes X 
et k- r On pent dire encore que liquation -^ = M(/) doit definir 
une fonction y(u) & un nombre fini de branches. 

Remarque. Dans le dernier cas exceptionnel dont nous venons 
de parler, le probleme pos se trouve en fait ramen au meme pro- 
bleme concernant une equation (I) ou x ne figure pas. Le cas 
oil x ne figure pas apparait done, au point de vue qui nous occupe, 
comme un cas exceptionnellement difficile (*) auquel se ramenent 
tous les cas ou le probleme pos n'est pas complement rdsohu 

De plus, comme nous 1'avons remarque dj& au n 9, le cas ou 
Flqualion s'intcgre algebriquement echappe a la m^thode; le pro- 
bleme pose esl done plus facile a resoudre quand Tmtegrale gend- 
rale est transcendante que quand elle est algebrique. 

36. Enfin, il est impossible de ne pas se demander, comme au 
n 18, quelle et la nature de Vintegrale de (I) quand ckaque 
integrale y(x} est une fonction a n branches A.U PLUS. Pour n = 2, 
la mdthode du n 19 montre ngoureusement que y(x) est une 
fonction algebrique de j, et des lors les conclusions du n 34 
s'appliquent; mais pour pouvoir ^tre etendue au cas de n quel- 
conque, la m^thode exigerait la demonstration pr^alable du th^o- 
rfeme (A) (p. 169). Quant t la rnethode des n" s 23-26, elle peut 
6lre appliqu^e aux Equations (I), et elle aboutit aussi a cette con- 
clusion que y(x}) dans le cas etudie, est une fonction algebrique 
dej. Mais elle s'appuie sur le th^oreme (B) (p. 176). 

D'une rnanifere g^n^rale, toutes les propositions demontr^es 
dans le cas ou y r entre dans (I) au premier degr, splendent sans 
peine au cas oft ce degr est quelconque. 



(*) Le probleme qui console k recoanattre si une integrate ab^lienne a une ou 
deux peuodes renferrae en particulier les probl&me* d'Abel : reconnattre si 1'inlc"- 

grale / - ?..._.. n'a qu r une p<node. Les solutions partielles 

J ( 



par TchebychefT et Zolotaref monlrent lecaractere anthmetique des dif- 
ficult^s du probleme, 

FIN. 
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